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РОЗДІЛ ІІ. Предмет та особливості застосування 

математичного програмування в економіці 

 

2.1. Предмет та об’єкт математичного програмування 

Назва «Математичне програмування» у сучасної людини асоціюється 

перш за все з програмуванням як процесом створення програм для ПЕОМ за 

допомогою спеціальної мови. Проте насправді це лише не дуже вдалий 

переклад з англійського терміну mathematical programming, що означає 

розробку на основі математичних розрахунків програми дій для досягнення 

обраної мети. В економічних, виробничих, технологічних процесах різних 

галузей народного господарства виникають задачі подібні за постановкою, 

що мають ряд спільних ознак та розв’язуються схожими методами. Типова 

постановка задачі математичного програмування наступна: деякий процес 

може розвиватись за різними варіантами, кожен з яких має свої переваги та 

недоліки, причому, як правило, таких варіантів може бути безліч. Необхідно 

із усіх можливих варіантів обрати найкращий. З цією метою 

використовуються математичні методи знаходження найкращої дії. 

Сутність задачі економічного вибору та пов’язаною з цим необхідністю 

використання моделей та методів математичного програмування 

проілюструємо на прикладі.  

Приклад 2.1. Фірма спеціалізується на виготовлені та реалізації 

електроплит та морозильних камер. Припустимо, що збут всієї продукції 

необмежений, проте обсяги ресурсів праці та основних матеріалів є 

обмеженими. Задача полягає у визначенні такого плану виробництва 

продукції на місяць, при котрому виручка буде найбільшою. 

Нормативи використання ресурсів та їх загальний запас, а також ціна 

одиниці кожного виду продукції наведено в таблиці. 

 
 
 



 
 

Таблиця 2.1 

 Норми витрат на одиницю 
продукції 

 

Показники Робочий 
час, 

люд.-год. 

Листове 
залізо, м2 

Скло, 
м2 

Ціна одиниці  
продукції, ум. од. 

Морозильна 
камера, шт 

 
9,2 

 
3 

 
– 

 
300 

Електрична 
плита, шт 

 
4 

 
6 

 
2 

 
200 

Загальний 
запас ресурсу 

на місяць 

 
520 

 
240 

 
40 

 
– 

Розглянемо декілька можливих варіантів виробничої програми.  

Перша виробнича програма. Очевидно, що найпростішим з усіх 

можливих варіантів є виробництво одного виду продукції. Припустимо, що 

виготовляються лише морозильні камери. Ресурс робочого часу 520 люд.-год. 

дає можливість виготовляти 520 9 2 56: , =  морозильних камер. Наявна 

кількість листового заліза забезпечує виготовлення 240 3 80: =  морозильних 

камер. Останній ресурс (скло) для виготовлення даного виду продукції не 

використовується. Отже кожного місяця можливо випускати лише 56 

морозильних камер, що дасть виручку у розмірі 56 300 16800⋅ =  ум. од.  

Відмітимо, що при реалізації такої виробничої програми загальний запас 

листового заліза використовується не повністю, а скло не використовується 

взагалі.  

Друга виробнича програма. Визначимо кількість електроплит, які 

можливо виготовляти за даних обсягів ресурсів: 
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На виробництво 20 електроплит буде використано таку кількість ресурсів: 
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Залишки першого та другого ресурсів забезпечать виробництво 

морозильних камер обсягом: 
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Таким чином, друга виробнича програма передбачає виробництво 20 

електроплит та 40 морозильних камер. Виручка складе: 

20 200 40 300 16000⋅ + ⋅ =  ум. од. 

Порівнюючи першу та другу виробничі програми бачимо, що за першою 

виручка є більшою, отже вона краще ніж друга.  

Зрозуміло, що розглянуті програми не вичерпують всіх можливих 

варіантів. Наприклад, доцільно було б розглянути програму виробництва 41 

морозильної камери, та можливої кількості електроплит; 42 морозильні 

камери та можлива кількість електроплит; 43 морозильні камери та можлива 

кількість електроплит і т.д. Тобто для того, щоб знайти найкращий варіант 

виробництва продукції необхідно перебрати досить велику кількість всіх 

можливих варіантів (у більшості випадків кількість таких варіантів дуже 

багато або нескінченна кількість).  

Зауважимо, що дана задача є надто спрощеною порівняно до реальних 

економічних задач, в яких кількість ресурсів та видів продукції може сягати 

сотень найменувань і тоді простий перебір всієї множини варіантів 

абсолютно неможливий. Отже, постає необхідність розробки спеціальних 

математичних методів розв’язування таких задач, тобто математичне 

обгрунтування виробничих програм. Саме зі словом програма і пов’язано 

назву предмета – математичне програмування.  



Пошук реального оптимального плану є, як правило, складною задачею і 

відноситься до екстремальних задач, в яких необхідно визначити максимум 

чи мінімум (екстремум) функції при визначених обмеженнях.  

Математичне програмування – один із напрямків прикладної 

математики, предметом якого є теорія та методи розв’язування задач 

знаходження екстремуму деякої функції при заданих умовах.  

Об’єктом математичного програмування є різноманітні галузі людської 

діяльності, де в певних ситуаціях необхідно здійснити вибір найкращого з 

можливих варіантів дій. Основою такого вибору є розв’язок екстремальної 

задачі методами математичного програмування. 

Розв’язування екстремальної економічної задачі складається з побудови 

економіко-математичної моделі, підготовки інформації, отримання 

оптимального плану, економічного аналізу отриманих результатів і 

визначення можливостей їх практичного застосування. 

Математична модель економічного об’єкту (системи) – це його 

спрощений образ поданий у вигляді сукупності математичних співвідношень 

(рівнянь, нерівностей, логічних співвідношень, графіків тощо). 

В суто математичному плані деякі оптимізаційні задачі були відомі ще в 

стародавній Греції. Проте, оскільки математичне програмування перш за все 

розглядає властивості та розв’язки математичних моделей економічних 

процесів, історію розвитку математичного програмування як самостійного 

наукового напрямку доцільно починати з часів перших спроб застосування 

методів математичного програмування в прикладних дослідженнях, 

насамперед в економіці. Тому справжнім початком математичного 

програмування в сучасному розумінні вважають праці радянського вченого 

Л.В.Канторовича. Наприкінці 30-х років в Ленінградському університеті ним 

вперше були сформульовані та досліджувались основні задачі, критерій 

оптимальності, економічна інтерпретація, методи розв’язування, геометрична 

інтерпретація результатів розв’язування задач лінійного програмування. (В 

1939 році опубліковано монографію Л.В.Канторовича «Математичні методи 



організації і планування виробництва»). Сам термін «лінійне програмування» 

був введений дещо пізніше – в 1951 році в роботах американських вчених 

Дж.Данцинга та Т.Кумпанса, однак в своїй монографії Дж.Данцинг відмічає, 

що Л.В.Канторовича слід визнати першим, хто виявив, що широкий клас 

важливих виробничих задач може бути поданий в чіткому математичному 

формулюванні, яке дає можливість підходити до задач з кількісної сторони та 

розв’язувати їх чисельними методами.  

Дж.Данцингом також був розроблений в 1947 році основний метод 

розв’язування задач лінійного програмування – симплексний метод, що 

вважається початком формування лінійного програмування як самостійного 

напрямку в математичному програмуванні. Наступним кроком стали праці 

Дж.Неймана (1947р.) по розвитку концепції двоїстості, що забезпечило 

розширення практичної сфери застосування методів лінійного 

програмування.  

Періодом найбільш інтенсивного розвитку математичного 

програмування є п’ятидесяті роки. В цей час з’являються розробки нових 

алгоритмів, теоретичні дослідження з різних напрямків математичного 

програмування. В 1951 році – робота Г.Куна і А.Таккера, в якій наведено 

необхідні та достатні умови оптимальності нелінійних задач; 1954 р. – 

Чарнес і Лемке розглянули наближений метод розв’язання задач з 

сепарабельним опуклим функціоналом та лінійними обмеженнями; 1955 р. – 

ряд робіт присвячених квадратичному програмуванню. Також в п’ятидесятих 

роках сформувався ще один з напрямків математичного програмування – 

динамічне програмування значний вклад в розвиток якого вніс 

американський математик Р.Белман. 

На жаль в період найбільш бурхливого розвитку математичного 

програмування за кордоном в Радянському Союзі не спостерігалось значних 

досягнень через штучні ідеологічні обмеження. Відродження досліджень з 

математичного моделювання економіки почалось в 60-80-ті роки ї 

стосувалося опису «системи оптимального функціонування соціалістичної 



економіки». Серед радянських вчених того періоду слід відзначити роботи 

В.С.Немчинова, В.В.Новожилова, Н.П.Федоренко, С.С.Шаталіна Глушкова 

В.М., Михайлевич В. Єрмольев Ю.М. та інш. 

На сучасному етапі математичне програмування включає широкий клас 

задач з відповідними методами розв’язування, що охоплюють різноманітні 

проблеми розвитку та функціонування реальних економічних систем. 

Ведуться розробки банків економіко-математичних моделей, які в поєднанні 

з потужною, швидкодіючою обчислювальною технікою та сучасними 

програмними продуктами складатимуть системи підтримки прийняття 

рішень у різних галузях економіки.  

 
 
 
 
 
 

2.2. Математична постановка задачі математичного 

програмування 

Представимо схематично довільну економічну систему у вигляді (рис. 2.1): 
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Рис. 2.1. Схема економічної системи 

 

Параметри сk (k = 1, 2, ..., l) є кількісними характеристиками системи. 

Наприклад, якщо йдеться про таку економічну систему, як 

сільськогосподарське підприємство, то значення сk характеризують наявність 

ресурсів (земельних угідь, живої праці, сільськогосподарської техніки, 



тваринницькі та складські приміщення), рівень урожайності 

сільськогосподарських культур, продуктивності свійських тварин, норми 

витрат ресурсів, ціну та собівартість проміжної і кінцевої продукції, норми 

податків, проценти за кредит, ціни на куповані ресурси тощо. 

Частина параметрів сk для певної системи може бути сталою, наприклад, 

норми висіву насіння сільськогосподарських культур, норми споживання 

тваринами кормів і т. ін., а частина залежатиме від певних умов, як, скажімо, 

урожайність сільськогосподарських культур, собівартість продукції , 

реалізаційні ціни на рослинницьку й тваринницьку продукцію. 

Інші кількісні характеристики є змінними величинами, які бувають 

незалежними чи залежними, дискретними або неперервними, детермінованими 

або випадковими. Наприклад, залежною змінною є обсяг чистого прибутку, 

незалежною від процесу функціонування підприємства величиною є 

початковий розмір статутного фонду, дискретною — кількість корів, 

неперервною — площа посіву озимої пшениці, детермінованою — норма 

висіву насіння кукурудзи на гектар, випадковою — кількість телят, які 

народяться у плановому періоді. 

Незалежні змінні бувають двох видів: керовані xj – (j = 1, 2, ..., n), 

значення яких можна змінювати в деякому інтервалі; некеровані змінні 

yi (і = 1, 2, ..., m), значення яких не залежать від волі людей і визначаються 

зовнішнім середовищем. Наприклад, площі посіву зернових культур — 

керовані, а погодні умови — некеровані змінні. Залежно від реальної ситуації 

керовані змінні можуть переходити у групу некерованих і навпаки. 

Наприклад, в разі насиченого ринку обсяги придбання дизельного палива є 

керованою змінною величиною, а за умов дефіциту цього ресурсу — 

некерованою. 

Кожна економічна система має мету (ціль) розвитку та функціонування. 

Це може бути, наприклад, отримання максимуму чистого прибутку. Ступінь 

досягнення мети, здебільшого, має кількісну міру, тобто може бути описаний 

математично.  



Нехай F — обрана мета (ціль). За цих умов вдається, як правило, 

встановити залежність між величиною F, якою вимірюється ступінь 

досягнення мети, змінними та параметрами системи: 

 F = f (x1, x2, ..., xn;   y1, y2, ..., ym, c1, c2, ..., cl) (2.1)

Функцію F називають цільовою функцією, або функцією мети. Для 

економічної системи це є функція ефективності її функціонування та 

розвитку, оскільки значення F відбиває ступінь досягнення певної мети. 

В загальному вигляді задача математичного програмування 

формулюється так:  

Знайти такі значення керованих змінних xj, щоб цільова функція 

набувала екстремального (максимального чи мінімального значення).  

Отже, потрібно відшукати значення 

 max (min) F
∗
 = f (x1, x2, ..., xn;   y1, y2, ..., ym, c1, c2, ..., cl). (2.2)

Можливості вибору xj завжди обмежені зовнішніми щодо системи 

умовами, параметрами виробничо-економічної системи і т. ін.  

Наприклад, площа посіву озимої пшениці обмежена наявністю ріллі та 

інших ресурсів, сівозмінами, можливістю реалізації зерна, необхідністю 

виконання договірних зобов’язань тощо. Ці процеси можна описати 

системою математичних рівностей та нерівностей виду 
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Тут набір символів (≤ , =, ≥ ) означає, що для деяких значень поточного 

індексу r виконуються нерівності типу ≤ , для інших — рівності (=), а для 

решти — нерівності типу ≥ .  

Система (2.3) називається системою обмежень, або системою умов 

задачі. Вона описує внутрішні технологічні та економічні процеси 

функціонування й розвитку виробничо-економічної системи, а також процеси 



зовнішнього середовища, які впливають на результат діяльності системи. Для 

економічних систем змінні хj мають бути невід’ємними: 

 )n...,,2,1j(,0x j =≥ . (2.4)

Залежності (2.2)—(2.4) становлять економіко-математичну модель 

цієї економічної системи. Розробляючи таку модель, слід додержувати 

певних правил:  

1. Модель має адекватно описувати реальні технологічні та економічні 

процеси. 

2. У моделі потрібно враховувати все істотне, суттєве в досліджуваному 

явищі чи процесі, нехтуючи всім другорядним, неістотним у ньому. 

Математичне моделювання — це мистецтво, вузька стежка між 

переспрощенням та переускладненням. Справді, прості моделі не 

забезпечують відповідної точності, і «оптимальні» розв’язки за такими 

моделями, як правило не відповідають реальним ситуаціям, дезорієнтують 

користувача, а переускладнені моделі важко реалізувати на ЕОМ як з огляду 

на неможливість інформаційного забезпечення, так через відсутність 

відповідних методів оптимізації. 

3. Модель має бути зрозумілою для користувача, зручною для реалізації 

на ЕОМ. 

4. Потрібно забезпечити, щоб множина наборів хj була не порожньою. З 

цією метою в економіко-математичних моделях по змозі слід уникати 

обмежень типу «=», а також суперечливих обмежень. Наприклад, ставиться 

обмеження щодо виконання контрактів, але ресурсів недостатньо, аби їх 

виконати. Якщо система (2.3) має єдиний розв’язок, то не існує задачі вибору 

оптимального плану. 

Будь-який набір змінних x1, x2, ..., xn, що задовольняє умови (2.3) і (2.4), 

називають допустимим планом, або планом. Очевидно, що кожний 

допустимий план є відповідною стратегією економічної системи, 



програмою дій. Кожному допустимому плану відповідає значення цільової 

функції, яке обчислюється за формулою (2.1). 

Сукупність усіх розв’язків систем обмежень (2.3) і (2.4), тобто множина 

всіх допустимих планів, становить область існування планів. 

План, за якого цільова функція набуває екстремального значення, 

називається оптимальним. Оптимальний план є розв’язком задачі 

математичного програмування (2.2) – (2.4). 

Повертаючись до наведеного прикладу 2.1 побудуємо економіко-

математичну модель даної задачі. 

Позначимо через x1 кількість вироблених морозильних камер, а через x2  

– електроплит. Виразимо математично умови, що обмежують використання 

ресурсів. 

Виходячи з нормативів використання кожного з ресурсів на одиницю 

продукції, що наведені в таблиці 1 запишемо сумарні витрати робочого часу: 

9 2 41 2, x x+ . За умовою задачі ця величина не може перевищувати загальний 

запас даного ресурсу, тобто 520 люд.-год. Така вимога описується наступною 

нерівністю: 

9 2 4 5201 2, x x+ ≤  

Аналогічно запишемо умови по використанню листового заліза та скла: 

3 6 2401 2x x+ ≤  

2 402x ≤  

Необхідно серед множини всіх можливих значень x1 та x2  знайти такі, 

при яких сума прибутку – максимальна, тобто max F x x= +300 2001 2 . 

Таким чином умова задачі прикладу 1 описується економіко-

математичною моделлю виду: 

max F x x= +300 2001 2  

9 2 4 5201 2, x x+ ≤  

3 6 2401 2x x+ ≤  

2 402x ≤  



x x1 20 0≥ ≥,  

Остання умова фіксує неможливість набуття змінними від’ємних 

значень, так як виробництво продукції не може бути від’ємним. Розв’язуючи 

задачу методами математичного програмування отримаємо такий розв’язок: 

для максимальної виручки від реалізації продукції необхідно виготовляти 

морозильних камер – 50 штук, електроплит – 15 ( x1 50= , x2 15= ). 

Перевіримо виконання умов задачі: 

9 2 50 4 15 520, ⋅ + ⋅ =  

3 50 6 15 240⋅ + ⋅ =  

2 15 30 40⋅ = <  

Всі умови задачі виконуються, до того ж оптимальний план дає змогу 

повністю використати два види ресурсів з мінімальним надлишком третього.  

Виручка складає F = ⋅ + ⋅ =300 50 200 15 18000  ум. од.  

Отриманий оптимальний план у порівнянні з першим варіантом 

виробничої програми збільшить виручку на  

18000 16800 1200− =  ум.од., тобто на 
1200

16800
100 7 1% , %= . 

Зауважимо, що в класичній постановці задачі математичного програмування 

передбачається одна цільова функція, яка кількісно визначена. У реальних економічних 

системах на роль критерію оптимальності (ефективності) претендують кілька десятків 

показників. Наприклад, максимум чистого доходу від виробленої продукції у вартісному 

виразі чи максимум рентабельності, мінімум собівартості виробленої продукції або 

мінімум витрат дефіцитних ресурсів. Крім того бажаним є застосування декількох 

критеріїв одночасно, при чому вони можуть бути взагалі не сумісними. Наприклад, вимога 

досягти максимальної ефективності виробництва при мінімальних витратах ресурсів як 

постановка математичної задачі є некоректною. Мінімальні витрати ресурсів є нульові, що 

має місце при повній відсутності будь-якого процесу виробництва. Аналогічно 

максимальна ефективність може бути досягнута лише у випадку використання певних 

обсягів (звичайно не нульових) ресурсів. Тому коректними є постановки задач такого 

типу: досягти максимальної ефективності при заданих витратах чи досягти заданого 

ефекту при мінімальних витратах. 



Оскільки не існує єдиного універсального критерію економічної ефективності, то 

досить часто вдаються до розгляду багатокритеріальної оптимізації. Хоча задача 

математичного програмування передбачає одну цільову функцію розроблено математичні 

методи, що дозволяють будувати компромісні плани, тобто здійснювати 

багатокритеріальну оптимізацію. 

Багатокритеріальні задачі математичного програмування не мають 

універсального способу розв’язування. Отже, вибір та коректне застосування 

будь-якого з них залишається за суб’єктом прийняття рішень. Завдання 

математичного програмування полягає в представленні потрібної кількості 

науково обґрунтованої інформації, на основі якої здійснюється подальший 

вибір. 

 

2.3. Класифікація задач математичного програмування 

В математичному програмуванні виділяють два напрямки – 

детерміновані задачі і стохастичні. Детерміновані задачі не містять 

випадкових змінних і параметрів. Вся початкова інформація повністю 

визначена. В стохастичних задачах використовується початкова інформація, 

яка містить елементи невизначеності, або деякі параметри набувають значень 

відповідно до визначених функцій розподілу. Наприклад, якщо в економіко-

математичній моделі врожайності сільськогосподарських культур задані 

своїми математичними сподіваннями, то така задача є детермінованою. Якщо 

врожайності задані функціями розподілу, наприклад нормального з 

математичним сподіванням а і дисперсією D, то така задача є стохастичною. 

Якщо у відповідних економічних процесах випадкові явища не 

відіграють істотної ролі, то задачу можна розв’язувати як детерміновану. У 

противному разі адекватна економіко-математична модель має бути 

стохастичною, тобто містити випадкові функції та величини. Структура та 

розв’язування таких задач вивчаються в окремому розділі, який називається 

стохастичним програмуванням. 



Кожен з названих напрямків включає класи задач математичного 

програмування, які в свою чергу діляться на інші класи. Схематично 

класифікацію задач зображено на рис. 2.2. (Поділ наведений для 

детермінованих задач повністю аналогічний для стохастичних).  

Як детерміновані так і стохастичні задачі можуть бути статичними 

(однокрокові) або динамічними (багатокрокові). Оскільки економічні 

процеси розвиваються в часі, відповідні економіко-математичні моделі 

мають відбивати динаміку. Поняття динамічності пов’язане зі змінами 

об’єкту (системи, процесу) у часі. Наприклад, якщо йдеться про план 

розвитку України до 2005 року, мають бути обґрунтовані значення 

відповідних макроекономічних показників не лише на 2010 рік, а й на всі 

проміжні роки, тобто враховано динаміку розвитку народногосподарських 

процесів. Такий план називають стратегічним. У ньому має бути 

обґрунтована оптимальна (раціональна) траєкторія розвитку народного 

господарства. Проте під впливом некерованих чинників реальні показники 

щороку можуть відхилятися від планових. Тому постає потреба коригувати 

кожний річний план. Такі плани називають тактичними. Вони 

визначаються в результат реалізації статичної економіко-математичної 

моделі. 

Важливо чітко усвідомити відмінність між одно- та багатокроковими 

задачами. Багатокроковість як метод розв’язування задач математичного 

програмування зумовлюється, насамперед, багатовимірністю задачі й 

означає, що послідовно застосовуючи індукцію, крок за кроком знаходять 

оптимальні значення множини змінних, причому взятий на кожному кроці 

розв’язок має задовольняти умови оптимальності щодо розв’язку, узятого на 

попередньому кроці. Така процедура може бути більш чи менш тісно 

пов’язана з часом. Однокрокові задачі, навпаки, характеризуються тим, що всі 

компоненти оптимального плану задачі визначаються одночасно на останній 

ітерації (кроці) алгоритму. Потрібно розрізняти ітераційність алгоритму і його 

багатокроковість. Наприклад, симплекс-метод розв’язування задач лінійного 



програмування є ітераційним, тобто якимось чином задаємо допустимий план 

і в результаті деякої кількості ітерацій дістаємо оптимальний план. Тут 

виконуються ітерації (кроки) алгоритму симплексного методу, але це не 

інтерпретується як багатокроковість економічного процесу (явища). Деякі 

задачі математичного програмування можна розглядати як одно- або 

багатокрокові залежно від способу їх розв’язування. Якщо задачу можна 

розв’язувати як однокрокову, то розв’язувати її як багатокрокову недоцільно, 

аби не застосовувати для знаходження оптимального плану складніших 

методів. Проте більшість економічних процесів є динамічними, їх параметри 

змінюються в часі й залежать від рішень керівництва, що їх доводиться 

приймати з метою досягнення розвитку економічної системи за траєкторією, 

яка визначається стратегічним планом. 

Далі задачі математичного програмування поділяють на дискретні і 

неперервні. Дискретними називають задачі, в яких одна, кілька або всі змінні 

набувають лише дискретних значень. Серед них окремий клас становлять 

задачі, в яких одна або кілька змінних набувають цілочислових значень вони 

мають назву задач цілочислового програмування. Якщо всі змінні можуть 

набувати будь-якого значення в деяких інтервалах числової осі, то задача є 

неперервною. 

Оскільки в економіко-математичних моделях залежності між 

показниками описані за допомогою функцій, то відповідно до їх виду всі 

вище згадані класи задач поділяються на лінійні та нелінійні. Якщо цільова 

функція (2.2) та обмеження (2.3) є лінійними функціями, тобто вони містять 

змінні xj у першому або нульовому степені. В усіх інших випадках задача 

буде нелінійною.  

Найпростішими з розглянутих класів є статичні, детерміновані, 

неперервні лінійні задачі. Важливою перевагою таких задач є те, що для їх 

розв’язування розроблено універсальний метод, який називається 

симплексним методом. Теоретично кожну задачу лінійного програмування 

можна розв’язати. Для деяких класів лінійних задач, що мають особливу 



структуру, розробляють спеціальні методи розв’язування, які є 

ефективнішими. Наприклад, транспортну задачу можна розв’язати 

симплексним методом, але ефективнішими є спеціальні методи, наприклад 

метод потенціалів. 

Економічні та технологічні процеси, як правило, є нелінійними, 

стохастичними, розвиваються в умовах невизначеності. Лінійні економіко-

математичні моделі часто є неадекватними, а тому доводиться будувати 

стохастичні, динамічні, нелінійні моделі та. Розв’язувати такі задачі набагато 

складніше, ніж лінійні, оскільки немає універсального методу розв’язування. 

Для окремих типів нелінійних задач розроблено численні спеціальні ефективні 

методи розв’язування. Проте слід зазначити, що на практиці застосовують, 

здебільшого, лінійні економіко-математичні моделі. Часто нелінійні залежності 

апроксимують (наближають) лінійними. Такий підхід на практиці є доволі 

ефективним. 

У нелінійному програмуванні (в залежності від функцій, які 

використовуються в економіко-математичній моделі) виокремлюють такі 

підкласи: опукле програмування — цільова функція вгнута, якщо вона 

мінімізується, та опукла, якщо вона максимізується, а всі обмеження — 

однотипні нерівності типу (≤ ) або рівняння, в яких ліві частини є опуклими 

функціями, а праві частини — сталі величини. У разі обмежень типу (≥ ) ліві 

їх частини мають бути вгнутими функціями. Тоді область допустимих планів 

є опуклою та існує глобальний, єдиний екстремум. Квадратичне 

програмування — цільова функція квадратична, а обмеження лінійні. 

Щойно було розглянуто лише найбільші класи задач математичного 

програмування. Можна також за різними ознаками виокремити й інші 

підкласи. Це особливо стосується задач лінійного, нелінійного і 

стохастичного програмування. Наприклад, як окремий клас розглядають 

дробово-лінійне програмування, коли обмеження є лінійними, а цільова 

функція — дробово-лінійна. Особливий клас становлять задачі теорії ігор, 

які широко застосовуються в ринковій економіці. Адже тут діють дві чи 



більше конфліктні сторони, які мають частково або повністю протилежні 

цілі. У сукупності задач теорії ігор, у свою чергу, також виокремлюють певні 

підкласи. Наприклад, ігри двох осіб із нульовою сумою. 

 

    
 
 
 
 
 

2.4. Приклади побудови лінійних математичних моделей 

економічних процесів 

Складність економічних систем (явищ, процесів), як об’єкта досліджень 

вимагає їх ретельного вивчення з метою з’ясування найважливіших 

функціональних залежностей, внутрішніх взаємозв’язків між елементами 

системи. В результаті приймаються можливі спрощення та допущення, що, 

очевидно, погіршує адекватність отриманих математичних моделей і є 

чудовим приводом для критики. Однак лише прийняття певних допущень дає 

можливість формалізації будь-якої економічної ситуації та її моделювання. 

Не існує загальних рекомендацій щодо процесу моделювання, тому в 

кожному конкретному випадку вимоги до побудови математичної моделі 

залежать від цілей та умов дослідження.  

В процесі використання математичного моделювання в економіці чітка 

постановка задачі та її формалізація є найбільш складним етапом досліджень, 

вимагає ґрунтовних знань перш за все економічної суті процесів, які 

моделюються. Однак, вдало створена математична модель може бути в 

подальшому застосована для інших задач, які не мають відношення до 

ситуації що початково моделювалась. Починаючи з робіт Л.В.Канторовича в 

математичному програмуванні сформовано певний набір класичних 

постановок задач, економіко-математичні моделі яких широко 

використовуються в практичних дослідженнях економічних проблем. 

Наведемо декілька вже формалізованих типових постановок 

економічних задач, що розв’язуються методами математичного 



програмування (більшість сформульованих задач будуть вивчатися в 

наступних розділах). 

Всі розглянуті задачі в залежності від наявності та точності 

початкової інформації, мети дослідження, ступеня врахування 

впливу невизначеності, специфіки застосування до конкретного 

процесу можуть бути сформульованими як у найпростішому 

вигляді статичних, детермінованих, неперервних лінійних задач, 

так і в більш складній постановці, де один, кілька чи всі 

параметри визначаються з певним рівнем імовірності, 

використовуються нелінійні залежності, необхідне визначення 

розв’язків з деякої дискретної множини.  

В даному параграфі розглядається найбільш простий клас задач. Як було 

з’ясовано раніше такі задачі є статичними, використовують детерміновані 

дані та лінійні функції для опису взаємозв’язків між елементами в моделі. 

Розв’язок знаходиться на деякій неперервній множині. Наведемо декілька 

розглянутих вище типових задач математичного програмування 

сформульованих в термінах лінійного програмування. 

Задача визначення оптимального плану виробництва: для деякої 

виробничої системи (цех, підприємство, галузь) необхідно визначити план 

випуску кожного з n видів продукції X x x xn= ( , , . . . , )1 2 , за умови найкращого 

способу використання ресурсів системи. В процесі виробництва задіяні m 

ресурсів: сировина, трудові ресурси, технічне оснащення тощо. Відомі 

загальні запаси кожного ресурсу ( )b i mi = 1, , нормативи витрат кожного 

ресурсу та прибуток на одиницю виготовленої продукції, відповідно 

( )a i m j nij = =1 1, ; , ; ( )c j nj = 1, .  

Критерій оптимальності: максимум прибутку. 

Позначимо x x xn1 2, ,... ,  – відповідно кількість першого, другого і т.д. 

видів продукції. 



Оскільки на одиницю продукції 1-го виду витрачається a11  ресурсу 

першого виду, то на виробництво першого виду продукції в кількості x1  

необхідно витратити a x11 1. На другий вид продукції в кількості x2 витрати 

першого ресурсу будуть a x12 2  і т.д. На виробництво всіх видів продукції 

буде використано наступну кількість першого ресурсу: 

a x a x a xn n11 1 12 2 1+ + +... . Ця величина має не перевищувати загального обсягу 

першого ресурсу – b1 . Отже обмеження по використанню першого ресурсу 

матиме вигляд: a x a x a x bn n11 1 12 2 1 1+ + + ≤... . Аналогічно записуємо 

використання всіх виробничих ресурсів. Прибуток від реалізації продукції 

складатиме: c x c x c xn n1 1 2 2+ + +. . . . 

Таким чином лінійна економіко-математична модель даної задачі 

матиме вигляд: 

max ...F c x c x c xn n= + + +1 1 2 2  

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

n n

n n

n n

m m mn n m

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

31 1 31 2 3 3

1 1 2 2

+ + + ≤

+ + + ≤

+ + + ≤

+ + + ≤














... ,

... ,

... ,

..........................................
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x x xn1 20 0 0≥ ≥ ≥, , . . . ,  

Математична модель виробничої задачі може бути застосована для 

різних економічних задач, де виникає проблема вибору найкращого варіанту 

розподілу обмеженої кількості ресурсів, хоча на перший погляд постановка 

задачі не стосується виробничих процесів. Наведемо декілька конкретних 

прикладів виробничих задач: 

Приклад 2.1. Фірма має в розпорядженні оборотні кошти 1 млн.грн. 

Відомі витрати у кожному місяці, а також необхідна обов’язкова кількість 

оборотних коштів на кінець кожного місяця. Передбачається, що для 

успішного функціонування фірма витрачатиме суму значно меншу ніж 

1 млн.грн.. Отже решту коштів можна вкладати у кредити. Необхідно 



визначити оптимальний розподіл оборотних коштів протягом кварталу, для 

досягнення максимального прибутку по відсотках, якщо відомі витрати та 

потреби в резервах. 

1.01. – 30.01: витрати – 80000 грн.; необхідний запас на 30.01 – 300000грн.; 

1.02. – 28.02.: витрати – 30000 грн.; необхідний запас на 28.02 – 

200000грн.; 

1.03. – 31.03.: витрати – 50000 грн; необхідний запас на 31.03 – 190000грн. 

Кредит строком на 1 місяць дає 2% прибутку, строком на 2 місяці – 5%, і 

строком на 3 місяці – 8%. 

Побудова математичної моделі. 

Кредити строком на один місяць можливо надавати у кожному місяці 

протягом всього періоду, тому позначимо через x11  – суму кредиту, що 

надано на один місяць з 1.01., аналогічно x x1 12 3,  – суми одномісячних 

кредитів, що надані відповідно в другому та третьому місяцях.  

Кредити строком на два місяці протягом першого кварталу року 

можливо надавати лише в першому і другому місяці, тому позначимо через 

x21  – суму кредиту, що надано на два місяці в січні., x22  – сума кредиту, що 

надана в лютому на два місяці. Нарешті, кредит на три місяці може бути 

видано лише один раз з 1.01, тоді x31  – сума кредиту наданого в першому 

місяці на квартал. Домовимося, що кредити надаються першого числа 

кожного місяця і погашаються першого числа наступного місяця.  

Розглянемо ситуацію на початку першого місяця періоду: початкова 

сума 1 млн.грн. витрачатиметься на вкладення коштів у всі види кредитів, 

також в першому місяці потреби в оборотних коштах для господарчої 

діяльності фірми складатимуть 80000 грн., на кінець місяця фірма розраховує 

мати резерв 300000грн. Отже, перше обмеження моделі описуватиме 

використання коштів у січні: 

1000000 1 2 3 80000 3000001 1 1− − − − ≥x x x ,  

в кінці місяця наявні оборотні кошти визначаються  



S x x x x x x1 1000000 1 2 3 80000 300000 620000 1 2 31 1 1 1 1 1= − + + − − = − + +( ) ( )

 

На початку другого місяця сума S1 знову вкладається в кредити, але 

лише двох видів та забезпечує витрати діяльності. Разом з тим на початку 

другого місяця повертаються кошти, що є відсотками за одномісячний 

кредит, який було надано в першому місяці. Враховуючи необхідність 

резерву на кінець місяця маємо: 

S x x x1 1 2 1 2 1 300000 2000002 2 1− − + − ≥( ) , , 

що наприкінці другого місяця складатиме суму: 

S S x x x2 1 1 2 1 2 1 5000002 2 1= − − + −( ) , . 

Аналогічно запишемо використання коштів у третьому місяці періоду: 

S x x x2 1 1 2 1 15 2 50000 1900003 2 1− + + − ≥, , . 

Загальна сума коштів отриманих по відсотках за кредити буде: 

P x x x x x x= + + + + +0 2 1 1 1 0 5 2 2 0 8 31 2 3 1 2 1, ( ) , ( ) , . 

Таким чином математична модель має вигляд: 

 max , ( ) , ( ) ,P x x x x x x= + + + + +0 2 1 1 1 0 5 2 2 0 8 31 2 3 1 2 1 
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                        xi i jj ≥ = =0 1 3 1 3, ( , ), ( , ) 

Приклад 2.2. На ринок доставляється картопля з трьох фермерських 

господарств по ціні відповідно 80, 75, та 65 коп. За 1 кг. На завантаження 1 т 

картоплі у фермерських господарствах відповідно витрачається по 1, 6, 5 

хвилин. Замовлено 12 т картоплі і для своєчасної доставки необхідно, щоб на 

її завантаження витрачалось не більше сорока хвилин. Визначити з яких 

фермерських господарств і в якій кількості необхідно доставити картоплю, 

щоб загальна вартість закупівлі була мінімальною, якщо господарства 

можуть виділити для продажу відповідно 10, 8 та 6т картоплі. 

Побудова математичної моделі. 



Позначимо x1  – кількість картоплі, що буде закуплено у першому 

господарстві (т); x2 , x3  – кількість картоплі закупленої відповідно у другого 

та третього господарства (т). 

Зафіксуємо потрібну кількість поставок картоплі: 

x x x1 2 3 12+ + = , 

наступне обмеження описує витрати часу на завантаження потрібної 

кількості продукції: 

x x x1 2 36 5 40+ + ≤ ,  

враховуємо загальні обмеження по можливості поставок продукції у 

кожному господарстві: 
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Вартість закупленої продукції визначається, як сума добутків ціни на 

кількість: 

F x x x= + +80 75 651 2 3 . 

Таким чином математична модель задачі має вигляд: 

min F x x x= + +80 75 651 2 3  
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x ii ≥ =0 1 2 3, , ,  

Задача про «дієту»: деякий раціон складається з n видів продуктів. 

Відомі вартість кожного за одиницю – ( )c j nj = 1, , кількість необхідних 

організму поживних речовин m та його потреба в кожній i-ій речовині – 

( )b i mi = 1, . В одиниці j-го продукту міститься ( )a i m j nij = =1 1, ; ,  поживної 

речовини i. Необхідно знайти оптимальний раціон X x x xn= ( , , . . . , )1 2 , що 



враховує вимоги забезпечення організму потрібною кількістю поживних 

речовин. 

Критерій оптимальності – мінімальна вартість раціону. 

Позначимо x x xn1 2, ,... ,  – кількість відповідного j-го виду продукції 

( )j n= 1, . Система обмежень описуватиме забезпечення в раціоні кожної 

поживної речовини не нижче вказаного рівня ( )b i mi = 1, . Економіко-

математична модель матиме вигляд: 

min ...F c x c x c xn n= + + +1 1 2 2  

a x a x a x b
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x x xn1 20 0 0≥ ≥ ≥, , . . . ,  

Аналогічно до випадку виробничої задачі, математична модель задачі 

про «дієту» (або про суміш) також може використовуватися для інших 

постановок економічних задач, які не мають метою безпосередньо складання 

раціону. По суті цей тип задач дозволяє знаходити оптимальне поєднання 

відомого набору компонент в одне ціле, причому таке поєднання має 

задовольняти певні характеристики. 

Приклад 2.3. Стандартом передбачається, що октанове число бензину 

А-76 має бути не нижчим 76, а вміст сірки не більш ніж 0,3%. Для 

виготовлення такого бензину на заводі використовується суміш чотирьох 

компонентів. Дані про ресурси компонент, які змішуються, їх собівартості, 

октановому числі та вмісту сірки наведено в таблиці: 

Характеристики Компоненти бензину 
 №1 №2 №3 №4 

Октанове число 68 72 80 90 
Вміст сірки, % 0,35 0,35 0,30 0,20 

Ресурс, т 700 600 500 300 
Собівартість, грош.од./т 40 45 60 90 



Необхідно визначити скільки тон кожного компоненту потрібно 

використати для того, щоб отримати 1000 т бензину А-76, з мінімальною 

собівартістю. 

Побудова математичної моделі. 

Позначимо x j  – кількість j-го компонента в суміші (т.), j=1,2,3,4. 

Перше обмеження забезпечує потрібне значення октанового числа в 

суміші: 

68 72 80 90 76 10001 2 3 4x x x x+ + + ≥ ⋅ , 

вміст сірки в суміші має не перевищувати 0,3%: 

0 35 0 35 0 3 0 2 0 3 10001 2 3 4, , , , ,x x x x+ + + ≤ ⋅ , 

загальна маса утвореної суміші – 1000 т: 

x x x x1 2 3 4 1000+ + + = ,  

використання кожного компонента має не перевищувати його наявного 

обсягу: 
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Собівартість суміші: 

F x x x x= + + +40 45 60 901 2 3 4 . 

Таким чином, математична модель задачі має вигляд: 

 min F x x x x= + + +40 45 60 901 2 3 4  
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                           x jj ≥ =0 1 4, ( , )  



Приклад 2.4. Учасник експедиції складає рюкзак і йому необхідно 

розв’язати питання про те, які скласти продукти. В розпорядженні є м’ясо, 

мука, сухе молоко, цукор. В рюкзаку залишилось для продуктів лише 45 дм3 

об’єму, до того ж необхідно, щоб сумарна маса продуктів не перевищувала 

35кг. Лікар експедиції рекомендував, щоб м’яса (за масою) було більше муки 

по крайній мірі в два рази, муки не менше молока, а молока хоча б у вісім 

разів більше, ніж цукру. Скільки і яких продуктів потрібно покласти в рюкзак 

для того, щоб сумарна калорійність продуктів була найбільшою? 

Характеристики продуктів наведені в таблиці. 

Характеристика Продукт 
 м’ясо мука молоко цукор 

Об’єм (дм3/кг) 1 1,5 2 1 
Калорійність (ккал/кг) 1500 5000 5000 4000 

 

Побудова математичної моделі. 

Позначимо x x x x1 2 3 4, , ,  – маса (в кг) м’яса, муки, молока і цукру 

відповідно. 

Сумарна маса продуктів має не перевищувати 35 кг: 

x x x x1 2 3 4 35+ + + ≤ , 

а об’єм, який вони повинні займати – не більше 45 дм3: 

x x x x1 2 3 415 2 45+ + + ≤, , 

крім того мають виконуватися співвідношення стосовно пропорцій по 

масі продуктів: 

а) м’яса по крайній мірі (по масі) більше в два рази ніж муки, отже 

x x1 22≥ , 

б) муки не менше молока x x2 3≥ , 

в) молока хоча б у вісім раз більше ніж цукру: x x3 48≥ . 

Калорійність всього набору продуктів: 

F x x x x= + + +1500 5000 5000 40001 2 3 4 . 

Таким чином математична модель задачі має вигляд: 

max F x x x x= + + +1500 5000 5000 40001 2 3 4  
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                                                   x4 0≥ . 

Транспортна задача: розглядається m пунктів виробництва та n пунктів 

споживання деякої однорідної продукції. Відома кількість виробництва 

продукції для кожного i-го пункту – ( )a i mi = 1,  та потреби кожного j-го 

( )j n= 1,  пункту споживання –– ( )b j nj = 1, . Також задана матриця 

розмірності m n× , елементи якої ( )c i m j nij = =1 1, : ,  є вартості 

транспортування одиниці продукції з i-го пункту виробництва до j-го пункту 

споживання. Необхідно визначити оптимальні обсяги перевезень продукції 

X x i m j nij= = =,( , ; , )1 1  при яких найкраще врахована необхідність 

вивезення продукції .від виробників та забезпечення вимог споживачів. 

Критерій оптимальності: мінімальна сумарна вартість перевезень. 

Позначимо xij  – кількість продукції, що перевозиться від i-го виробника 

до j-го споживача.  

Можливо вивезти від кожного виробника продукції не більше ніж є в 

наявності. Тому для кожного і ( )i m= 1,  має виконуватись умова: 

x x x ai i in i1 2+ + + ≤... . Забезпечення кожного споживача потрібною кількістю 

продукції дає умова: x x x bj j mj j1 2+ + + =. . . , для кожного j j n( , )= 1 . Загальна 

сума перевезень є сумою добутків c x i m j nij ij ,( , ; , )= =1 1 . Отже економіко-

математична модель буде: 

min .. .

. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . .
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x i m j nij ≥ = =0 1 1,( , ; , )  

Як і в двох попередніх випадках математична модель транспортної 

задачі може використовуватись і тоді, коли в постановці задачі немає навіть 

згадки про транспортні витрати, перевезення продукції тощо. 

Приклад 2.5. Фермерське господарство спеціалізується на вирощуванні 

озимої пшениці і має три ділянки землі площею S1 40= га, S2 90= га, 

S3 55= га. Враховуючи наявну кількість посівного матеріалу, є можливість 

засіяти всю площу озимою пшеницею трьох сортів. Кількість пшениці сорту 

«Миронівська 808» забезпечить посів на 70га, «Безоста 1» – 60га та «Одеська 

51» – 45га. Урожайність сорту «Миронівська 808» на кожній з ділянок 

складає відповідно 41ц/га, 40 ц/га, 46ц/га. Аналогічно для сорту «Безоста 1» 

маємо: 38ц/га, 41ц/га, 45ц/га, «Одеська 51» – 30ц/га, 28ц/га, 40ц/га.  

Знайти оптимальний розподіл посівного матеріалу по земельних 

ділянках таким чином, щоб отримати максимальну кількість товарної 

продукції. 

Побудова математичної моделі.  

Позначимо xij  – площу (га), з і-ої земельної ділянки, що буде засіяно j-

им сортом озимої пшениці (домовимося, що сорти «Миронівська 808», 

«Безоста 1», «Одеська 51» відповідатимуть номерам 1,2,3), 

( , , ),( , , )i j= =1 2 3 1 2 3 . 

Тоді використання площі описує наступна система обмежень: 



x x x11 12 13 40+ + = , 

x x x21 22 23 90+ + = , 

x x x31 32 33 55+ + = . 

Використання посівного матеріалу: 

x x x11 21 31 70+ + = , 

x x x12 22 32 60+ + = , 

x x x13 23 33 45+ + = . 

Товарна продукція розраховується як сума добутків урожайностей всіх 

сортів пшениці на кожній з земельних ділянок, тобто 

F x x x

x x x

x x x

= + + +

+ + + +

+ + +

41 40 46

38 41 45

30 28 40

11 21 31

12 22 32

13 23 33 .

 

Таким чином математична модель задачі буде: 

 

min (
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+ + +

41 40 46

38 41 45

30 28 40

11 21 31

12 22 32

13 23 33

 

 

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 21 31

12 22 32

13 22 33

40

90

55

70

60

45

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =















,

,

,

,

,

.

 

                                            xij ≥ 0, ( , , ),( , , )i j= =1 2 3 1 2 3  

Задача оптимального розподілу виробничих потужностей: 

розглядається декілька підприємств, що виготовляють певну кількість видів 

продукції. Відомі фонд робочого часу кожного підприємства; потреби в 

продукції кожного виду; матриця потужностей виробництва всіх видів 

продукції, що виготовляється на кожному підприємстві, а також собівартості 

виробництва одиниці продукції кожного підприємства. Необхідно 

розподілити виробництво продукції по підприємствах таким чином, щоб 



задовольнити потреби у виготовлені продукції та максимально використати 

виробничі потужності підприємств.  

Критерій оптимальності: мінімальні сумарні витрати на виготовлення 

продукції. 

Задача про призначення: нехай набір видів робіт може виконувати 

певна кількість кандидатів, причому кожного кандидата може бути 

призначено лише на одну роботу і кожна робота може бути виконана лише 

одним кандидатом. Відома матриця, елементи якої є ефективністю (в 

обраних одиницях) кожного претендента на кожній роботі. В задачі 

визначається оптимальний розподіл кандидатів на посади. 

Критерій оптимальності: максимальний сумарний ефект виконання 

робіт. 

Задача комівояжера: розглядається декілька міст. Комівояжеру 

необхідно, починаючи з міста в якому він знаходиться, обійти, не 

повертаючись нікуди двічі, всі міста і повернутись в початкове. Відома 

матриця елементи якої – вартість пересування (чи відстань) між всіма 

попарно пунктами подорожі. Знайти оптимальний маршрут. 

Критерій оптимальності: мінімальна сумарна вартість (відстань) 

пересування по маршруту. 

Задача оптимального розподілу капіталовкладень. Планується 

діяльність групи (системи) підприємств на протязі деякого періоду, який 

розділено на певну кількість підперіодів. Задана сума коштів, які можна 

вкладати в будь-яке підприємство чи розподіляти між ними на протязі всього 

періоду планування. Відомі величини збільшення виробництва продукції 

(при умові здійснення додаткових капіталовкладень) по кожному з 

підприємств групи в кожному з підперіодів. Необхідно визначити яким 

чином розподіляти кошти на початку кожного підперіоду між 

підприємствами таким чином, щоб сумарний доход за весь період був 

максимальним. 

 



 

РОЗДІЛ ІІІ. Задача лінійного програмування та методи її розв’язування 

 

3.1. Загальна математична модель лінійного програмування 

Загальна лінійна математична модель економічних процесів і явищ — 

так звана загальна задача лінійного програмування подається у вигляді: 

 max (min) .. .Z c x c x c xn n= + + +1 1 2 2  (3.1) 

за умов 
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 0,....,0,0 21 ≥≥≥ nxxx  (3.3) 

Отже, потрібно знайти значення змінних x1, x2, …, xn, які задовольняють 

умови (3.2) і (3.3), тоді як цільова функція набуває екстремального 

(максимального чи мінімального) значення. 

Задачу (3.1) – (3.3) легко звести до канонічної форми, тобто до такого 

вигляду, коли в системі обмежень (3.2) всі bi (i = 1, 2, …, m) невід’ємні, а всі 

обмеження є рівностями. 

Якщо якесь bi від’ємне, то, помноживши i-те обмеження на (–1), 

дістанемо у правій частині відповідної рівності додатне значення. Коли i-те 

обмеження має вигляд нерівності ++ 2211 xaxa ii  inin bxa ≤++ .... , то останню завжди 

можна звести до рівності, увівши додаткову змінну xn + 1: 

inninii bxxaxaxa =++++ +12211 .... . 

Аналогічно обмеження виду knknkk bxaxaxa ≥+++ ....2211  зводимо до рівності, 

віднімаючи від лівої частини додаткову змінну хn + 2, тобто 

..... 22211 knnknkk bxxaxaxa =−+++ +  

Таким чином, якщо система обмежень задачі містить нерівності, то 

введенням в кожну нерівність своєї додаткової змінної її можна перетворити 



на систему рівнянь. При цьому в функціонал задачі кожна додаткова змінна 

входить з коефіцієнтом рівним нулю. 

Приклад 3.1. Записати в канонічній формі таку задачу лінійного 

програмування: 

321 432max xxxZ −+=  

за умов 
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0,0,0 321 ≥≥≥ xxx . 

Розв’язування. Помножимо другу нерівність на (–1) і введемо відповідно 

допоміжні змінні х4 і х5 для другого та третього обмеження: 

321 432max xxxZ −+= , 
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Неважко переконатися, що допоміжні змінні, у цьому разі х4 і х5, є 

невід’ємними, причому їх уведення не змінює цільової функції. 

Отже, будь-яку задачу лінійного програмування можна записати в такій 

канонічній формі: 

 nn xcxcxcZ +++= …2211max  (3.4) 

за умов 
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 0,,0,0 21 ≥≥≥ nxxx … . (3.6) 

Задачу (3.4) – (3.6) можна розв’язувати на мінімум, якщо цільову 

функцію помножити на (–1), тобто 



)min()min(max 2211 nnxcxcxcZZ −−−−=−= … . 

Домовимося називати вектор Х = (х1, х2, …, хп), координати якого 

задовольняють системі обмежень (3.2) і (3.3) допустимим розв’язком, або 

допустимим планом задачі. Сукупність допустимих розв’язків (планів) 

задачі утворює область допустимих розв’язків задачі. 

Опорним планом задачі лінійного програмування називається 

допустимий план, який задовольняє не менш ніж п лінійно незалежних 

обмежень системи (3.2) у вигляді строгих рівностей разом з обмеженням (3.3) 

щодо знака. 

Опорний план називається невиродженим, якщо він містить точно m 

додатних компонент. У противному разі опорний план є виродженим. 

Оптимальним розв’язком (планом) називається той допустимий 

розв’язок, при якому лінійна функція (3.1) набуває максимального 

(мінімального) значення. 

 
 
 

3.2. Форми запису задач лінійного програмування 

Задачу лінійного програмування зручно записувати за допомогою знака 

суми «Σ». Справді, задачу (3.4) – (3.6) можна подати так: 

max Z c xj j
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Ще компактнішим є запис задачі лінійного програмування у векторно-

матричному вигляді: 

CXZ =max  

за умов  
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є матриця коефіцієнтів при змінних; 
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0  — вектор вільних членів; 

С = (с1, с2, …, сп) — вектор коефіцієнтів при змінних у цільовій функції. 

Часто задачу лінійного програмування зручно записувати у векторній 

формі: 

CXZ =max  

за умов  
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є вектори коефіцієнтів при змінних. 

 

 
 
 
 
 



3.3. Геометрична інтерпретація задачі лінійного 

програмування 

Розглянемо на площині х1Оx2 сумісну систему лінійних нерівностей  

 

a x a x b

a x a x b
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 (3.7) 

x x1 20 0≥ ≥,  

Кожна нерівність цієї системи геометрически визначає півплощину з 

граничною прямою a x a x bi i i1 1 2 2+ =  (i = 1, 2, ...,т).  Умови невід’ємності 

визначають півплощини відповідно з граничними прямими x x1 20 0= =, . 

Система сумісна, тому півплощини, як опуклі множини, перетинаючись, 

утворюють спільну частину, що є опуклою множиною і являє собою 

сукупність точок, координати кожній із який є розв’язком даної системи 

(рис.3.1.).  

 

Рис.3.1. 

Сукупність цих точок (розв’язків) називають багатокутником 

розв’язків  Він може бути точкою, відрізком, промінем, багатокутником, 

необмеженою багатокутною областю. 

Якщо в системі обмежень (3.7) п = 3, то кожна нерівність геометрически 

представляє півпростір тривимірного простору, гранична площина котрого 

a x a x a x bi i i i1 1 2 2 3 3+ + =  (i = 1, 2, ...,т), а умови невід’ємності – півпростори з 

граничними площинами відповідно хі = 0 (і = 1,2,3). Якщо система обмежень 

сумісна, то ці півпростори, як опуклі множини, перетинаючись, утворять у 

тривимірному просторі спільну частину, що називається багатогранником 



розв’язків. Багатогранник розв’язків може бути точкою, відрізком, променем, 

багатокутником, багатогранником, багатогранною необмеженою областю.  

Нехай у системі обмежень (3.7) п > 3; тоді кожна нерівність визначає 

півпростір n-вимірного простору з граничною гіперплощиною 

a x a x a x a x bi i i in n i1 1 2 2 3 3+ + + + =. . .  (i = 1, 2, ...,т),. Кожному обмеженню виду 

(3.7) відповідають гіперплощина та напівпростір, який лежить по один бік 

цієї гіперплощини, а умови невід’ємності – півпростори з гранипчними 

гіперплощинами хі = 0 (і = 1,2,3,...,n).  

Якщо система обмежень сумісна, то по аналогії з тривимірним 

простором вона утворює спільну частину в n-вимірному просторі – опуклий 

багатогранник допустимих розв’язків. 

Таким чином, геометрично задача лінійного програмування являє собою 

відшукання такої точки багатогранника розв’язків, координати, якої надають 

лінійній функції максимальне (мінімальне) значення, причому допустимими 

розв’язками є усі точки багатогранника розв’язків.  

Цільову функцію 

nnxcxcxcZ +++= …2211  

в п-вимірному просторі основних змінних можна геометрично 

інтерпретувати як сім’ю паралельних гіперплощин, положення кожної з яких 

визначається значенням параметра Z. 

Геометричну інтерпретацію задачі лінійного програмування розглянемо 

на  прикладі. Нехай фермер прийняв рішення вирощувати озиму пшеницю і 

цукровий буряк на площі 20 га, відвівши під цукровий буряк не менше як 

5 га. Техніко-економічні показники вирощування цих культур відображає 

таблиця: 

 

 

 

 

 



№ 
п/п 

Техніко-економічний показник із 
розрахунку на 1 га 

Сільськогосподарська 
культура 

Наявний 
ресурс 

  Озима 
пшениця 

Цукрові 
буряки 

 

1 Жива праця, людино-днів 5 25 270 

2 Механізована праця, людино-днів 2 8 80 

3 Вихід товарної продукції, тон 3,5 40  

4 Прибуток, тис. грн. 0,7 1  

 

Критерієм оптимальності є максимізація прибутку. 

Запишемо економіко-математичну модель структури виробництва 

озимої пшениці та цукрового буряка, скориставшись такими позначеннями: 

х1 — шукана площа посіву озимої пшениці, га; 

х2 — шукана площа посіву цукрових буряків, га. 

Задача лінійного програмування набирає вигляду: 

 217,0max xxZ +=  (3.8) 

за умов 

 2021 ≤+ xx , (3.9) 

 270255 21 ≤+ xx , (3.10) 

 8082 21 ≤+ xx , (3.11) 

 52 ≥x , (3.12) 

 01 ≥x , 02 ≥x . (3.13) 

Геометричну інтерпретацію задачі наведено на рис. 3.2. 
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Рис. 3.2. Геометрична інтерпретація задачі лінійного програмування. 

Область допустимих розв’язків 

Область допустимих розв’язків дістаємо так. Кожне обмеження, 

наприклад х1 + х2 ≤  20, задає півплощину з граничною прямою х1 + х2 = 20. 

Будуємо її і визначаємо півплощину, яка описується нерівністю х1 + х2 ≤  20. 

З цією метою в нерівність х1 + х2 ≤  20 підставляємо координати характерної 

точки, скажімо х1 = 0 і х2 = 0. Переконуємося, що ця точка належить 

півплощині х1 + х2 ≤  20. Цей факт на рис. 3.2 ілюструємо відповідною 

напрямленою стрілкою. Аналогічно будуємо півплощини, які відповідають 

нерівностям (3.9) – (3.13). У результаті перетину цих півплощин утворюється 

область допустимих розв’язків задачі (на рис. 3.2 — багатокутник ABCD). 

Цільова функція 217,0 xxZ +=  являє собою сім’ю паралельних прямих, кожна з 

яких відповідає певному значенню Z. Зокрема, якщо Z = 0, маємо 0,7х1 + х2 = 

0. Ця пряма проходить через початок системи координат. Коли Z = 3,5, 

дістаємо пряму 0,7х1 + х2 = 3,5. 

 

 

 



3.4. Основні властивості розв’язків задачі лінійного 

програмування 

Властивості розв’язків задачі лінійного програмування формулюються у 

вигляді чотирьох теорем (доведення теорем та наслідки наведено у роботі 

[16]).  

Властивість 1. (Теорема 1.) Множина всіх планів задачі лінійного 

програмування опукла. 

Властивість 2. (Теорема 2.) Якщо задача лінійного програмування має 

оптимальний план, то екстремального значення цільова функція набуває в 

одній із вершин многогранника розв’язків. Якщо цільова функція набуває 

екстремального значення більш як в одній вершині цього многогранника, то 

вона досягає його і в будь-який точці, що є лінійною комбінацією таких 

вершин. 

Властивість 3. (Теорема 3.) Якщо відомо, що система векторів 

A A Ak1 2, , . . . ,  (k ≤  n) у розкладі A x A x A x An n1 1 2 2 0+ + + =. . . , 0≥X , лінійно 

незалежна і така, що  

A x A x A x Ak k1 1 2 2 0+ + + =... , 

де всі x j ≥ 0  то точка X x x xk= ( , ,... , , ,... , )1 2 0 0  є кутовою точкою 

багатогранника розв’язків. 

Властивість 4. (Теорема 4.) Якщо X x x xn= ( , , . . . , )1 2  – кутова точка 

багатогранника розв’язків, то вектори в розкладі A x A x A x An n1 1 2 2 0+ + + =. . . , 

0≥X , що відповідають додатнім x j  є лінійно незалежними. 

З наведених властивостей маємо:  

якщо функціонал задачі лінійного програмування обмежений на 

багатограннику розв’язків, то: 

1) існує така кутова точка багатогранника розв’язків, в якій лінійний 

функціонал досягає свого оптимального значення;  



2)  кожний опорний план відповідає кутовій точці багатогранника 

розв’язків. Тому, для розв’язання задачі лінійного програмування необхідно 

досліджувати лише кутові точки багатогранника (опорні плани), не 

включаючи до розгляду внутрішні точки множини допустимих планів. 

 

3.6. Симплексний метод розв’язування задач лінійного програмування 

Графічний метод для визначення оптимального плану задачі лінійного 

програмування доцільно застосовувати лише для задач із двома змінними. За більшої 

кількості необхідно застосовувати загальний метод розв’язування задач лінійного 

програмування. З властивостей розв’язків задачі лінійного програмування відомо: 

оптимальний розв’язок задачі має знаходитись в одній з кутових точок багатогранника 

допустимих розв’язків. Тому найпростіший спосіб відшукання оптимального плану 

потребує перебору всіх кутових точок (можливих допустимих планів задачі). Кожний 

опорний план визначається системою m лінійно незалежних векторів, які містяться в 

системі обмежень задачі з n векторів A A An1 2, , . . . , , отже загальна кількість опорних 

планів визначається кількістю комбінацій C
n

m n m
n
m =

−
!

!( )!
. Задачі, що описують 

реальні економічні процеси мають значну розмірність і простий перебір всіх можливих 

опорних планів таких задач є дуже складним, навіть за умови застосування сучасних 

ЕОМ. Отже необхідне використання методу, який дає можливість скоротити кількість 

обчислень. Такий метод запропоновано американським вченим Дж. Данцігом у 1949 році 

– так званий симплекс-метод.  

Ідея методу полягає в здійсненні направленого перебору допустимих планів, таким 

чином, що на кожному кроці здійснюється перехід від одного опорного плану до 

наступного, який є хоча б не гіршим за попередній. Значення функціоналу при переході 

змінюється в потрібному напрямку: збільшується (для задачі на максимум) чи 

зменшується (для задачі на мінімум). 

Процес розв’язування задачі симплекс-методом має ітераційний характер: 

однотипові обчислювальні процедури (ітерації) повторюються у певній послідовності 

доти, доки не буде отримано оптимальний план задачі або з’ясовано, що його не існує. 

Отже, симплекс-метод — це поетапна обчислювальна процедура, яка дозволяє 

починаючи з відомого опорного плану за скінчену кількість кроків отримати оптимальний 

план задачі лінійного програмування.  

Розглянемо задачу лінійного програмування подану в канонічній формі: 



 max ...F c x c x c xn n= + + +1 1 2 2   
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 x j nj ≥ =0 1 2( , , . . . , )  

Не втрачаючи загальності припустимо, що система містить перші m одиничних 

векторів: 
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 (3.28) 

 x j nj ≥ =0 1 2( , , . . . , ) (3.29) 

 max ...F c x c x c xn n= + + +1 1 2 2  (3.30) 

Система (3.28) у векторній формі матиме вигляд: 

 x A x A x A x A x A Am m m m n n1 1 2 2 1 1 0+ + + + + + =+ +. . . . . .  (3.31) 
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A A Am1 2, , . . . ,  – лінійно незалежні одиничні вектори m-вимірного простору, що 

утворюють одиничну матрицю і складають базис цього простору. Тому в розкладі (3.31) 

базисними змінними будуть x x xm1 2, , . . . , , інші – вільні змінні. Покладемо всі вільні 

змінні рівними нулю x x xm m n+ += = =1 20 0 0, ,... , . Оскільки b i mi ≥ =0 1( , ) , а 



вектори A A Am1 2, , . . . ,  – одиничні, отримаємо один із розв’язків системи (3.31), тобто 

допустимий план. 

 ( )X x b x b x b x xm m m n0 1 1 2 2 1 0 0= = = = = =+, , . . . , , , . . . ,  (3.32) 

Такому плану відповідає розклад 

 x A x A x A Am m1 1 2 2 0+ + + =...  (3.33) 

де A A Am1 2, , . . . ,  – лінійно незалежні і за властивістю 3 розв’язків задачі лінійного 

програмування план X 0  є кутовою точкою багатогранника розв’язків, а отже може бути 

початковим опорним планом. 

Розглянемо, як виходячи з початкового опорного плану (3.32) перейти до наступного 

опорного плану, що відповідає процесу перебору кутових точок багатогранника 

розв’язків. 

Оскільки A A Am1 2, , . . . ,  є базисом m-вимірного простору, то кожен з векторів 

співвідношення (3.31) може бути розкладений за векторами базису причому єдиним 

чином: 

A x A j nj ij i
i

m

= =
=
∑

1

1 2, , , . . . ,  

Розглянемо такий розклад для довільного не базисного вектора, наприклад, для 

Am+1 : 

 x A x A x A Am m m m m m1 1 1 2 1 2 1 1, , ,...+ + + ++ + + =  (3.34) 

Припустимо, що у виразі (3.34) існує хоча б один додатній коефіцієнт xi m, +1 . 

Введемо до розгляду деяку поки що невідому величину θ > 0 , помножимо на неї 

обидві частини рівності (3.34) і віднімемо результат з рівності (3.33), маємо: 

( ) ( ) ... ( ), , ,x x A x x A x x A A Am m m m m m m1 1 1 1 2 2 1 2 1 1 0− + − + + − + =+ + + +θ θ θ θ  (3.35) 

Таким чином вектор  

X x x x x x xm m m m m1 1 1 1 2 2 1 1 0 0= − − −+ + +( ; ; ... ; ; ,... , ), , ,θ θ θ θ  

є планом у тому випадку, коли його компоненти невід’ємні. За припущенням θ > 0 , 

отже ті компоненти вектора X 1  в які входять xi m, + ≤1 0  будуть невід’ємними, тому 

необхідно розглядати лише ті компоненти, які містять додатні x i mi m, ( , , . . . , )+ =1 1 2 . 

Отже необхідно знайти таке значення θ > 0 , при якому для всіх xi m, + >1 0  буде 

виконуватися умова невід’ємності плану задачі: 



 x xi i m− ≥+θ , 1 0  (3.35) 

З (3.36) отримуємо, що для шуканого θ > 0  має виконуватися умова θ ≤
+

x

x

i

i m, 1

. 

Отже вектор X1  буде планом задачі для будь-якого θ, що задовольняє умову 
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де мінімум знаходимо по тих i, для яких xi m, + >1 0 . 

Опорний план не може містити більш ніж m додатніх компонент, тому в плані X1  

необхідно перетворити в нуль хоча б одну з компонент. Припустимо, що 

θ θ= =∗

+

min
,

i

i

i m

x

x 1

 для деякого значення і, тоді відповідна компонента плану X1  

перетвориться в нуль. Нехай це буде перша компонента плану, тобто 

θ ∗

+ +

= =min
, ,

i

i

i m m

x

x

x

x1

1

1 1

. 

Підставимо значення θ ∗  у вираз (3.35): 

( ) ( ) ... ( )
,
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,

, 

якщо позначити x
x

x
x xi

m

i m i− = ′
+

+
1

1 1
1

,

,  ( , )i m= 2 , 
x

x
x

m

m
1

1 1
1

, +
+= ′ , то рівняння 

можна подати у вигляді розкладу: 

′ + ′ + + ′ + ′ =+ + +x A x A x A x A Am m m m2 2 3 3 1 1 1 0... , 

якому відповідає наступний опорний план: 

X x x x xm m2 2 3 10 0 0= ′ ′ ′ ′ +( ; ; ; . . . ; ; ; ; . . .; ) . 

Для визначення наступного плану необхідно аналогічно продовжити процес: будь-

який вектор, що не входить в базис розкласти за базисними векторами, а потім визначити 

таке θ ∗ > 0 , для якого один з векторів виключається з базису. 

Узагальнюючи розглянутий процес, маємо – визначення нових опорних планів 

полягає у виборі вектора, який має ввійти в базис і вектора, що має вийти з базису. Така 



процедура відповідає переходу від одного базису до іншого за допомогою методу 

Жордана-Гауса. 

Необхідно відмітити, що для випадку коли вектор Am+1  підлягає включенню в 

базис, а в його розкладі (3.34) всі xi m, + ≤1 0 , то, очевидно, не існує такого θ > 0 , який 

виключав би один з векторів розкладу (3.35). В такому випадку план X 1  містить m+1 

додатних компонент, отже система векторів A A A Am m1 2 1, ,... , , +  буде лінійно залежною 

і визначає не кутову точку багатогранника розв’язків, а функціонал не може в ній досягати 

свого максимального значення. Це означає, що функціонал є необмеженим на 

багатограннику розв’язків. 

Симплексний метод здійснює направлений перебір опорних планів, що дозволяє 

переходити від одного плану до іншого, який є хоча б не гіршим від попереднього за 

значенням, що він надає функціоналу. Отже окремим питанням постає вибір вектору, який 

необхідно вводити в базис при здійсненні ітераційної процедури симплексного методу.  

Розглянемо задачу лінійного програмування (3.28)-(3.30). 

Припустимо, що вона має опорні плани і вони є невиродженими. Розглянемо 

початковий опорний план виду (3.32): 

 ( )X x b x b x b x xm m m n0 1 1 2 2 1 0 0= = = = = =+, , . . . , , , . . . ,  

Такому плану відповідає розклад за базисними векторами 

 x A x A x A Am m1 1 2 2 0+ + + =...  (3.37) 

та значення функціоналу (3.30): 

 F c x c x c x F Xm m= + + + =1 1 2 2 0. . . ( )  (3.38) 

Кожен з векторів A A Am1 2, ,... ,  можливо розкласти за векторами базису, причому 

єдиним чином: 

 x A x A x A A j nj j mj m j1 1 2 2 1+ + + = =... ( , ) , (3.39) 

а тому такому розкладу відповідатиме і єдине значення функціоналу: 

 F c x c x c x j nj j j m mj= + + + =1 1 2 2 1... ( , ) . (3.40) 

Позначимо через c j  коефіцієнт функціоналу, що відповідає вектору A j , та 

∆ j j jF c= −  (називають оцінками відповідних векторів плану) ( , )j n= 1 . Тоді 

справедливим є наступне твердження – умова оптимальності плану задачі лінійного 

програмування: якщо для деякого плану X 0  розклад всіх векторів A j nj ( , )= 1  в 

даному базисі задовольняє умову  



 ∆ j j jF c= − ≥ 0 , (3.41) 

то план X 0  є оптимальним розв’язком задачі лінійного програмування (3.28)-(3.30). 

Аналогічно формулюється умова оптимальності плану задачі на відшукання 

мінімального значення функціоналу: якщо для деякого плану X 0  розклад всіх векторів 

A j nj ( , )= 1  в даному базисі задовольняє умову  

 ∆ j j jF c= − ≤ 0 , (3.42) 

то план X 0  є оптимальним розв’язком задачі лінійного програмування. 

Таким чином, для того щоб план задачі лінійного програмування був оптимальним 

необхідно і достатньо щоб його оцінки ∆ j j jF c= −  були невід’ємними для задачі на 

максимум та ∆ j j jF c= − ≤ 0  для задачі на мінімум. 

Умови оптимальності планів задач лінійного програмування є наслідками двох 

теорем. При введених в даному параграфі припущеннях та позначеннях сформулюємо 

відповідні теореми а також наведемо їх доведення. 

Теорема 1. Якщо для деякого вектора A j  виконується умова F cj j− < 0 , то план 

X 0  не є оптимальним і можливо побудувати такий план Х, для якого виконуватиметься 

нерівність F X F X( ) ( )> 0 . 

Доведення. Помножимо (3.39) і (3.40) на θ > 0  і віднімемо результати відповідно з 

(3.37) та (3.38), отримаємо: 

( ) ( ) . . . ( )x x A x x A x x A A Aj j m mj m j1 1 1 2 2 2 0− + − + + − + =θ θ θ θ  (*) 

( ) ( ) ... ( )x x c x x c x x c cj j m mj m j1 1 1 2 2 2− + − + + − + =θ θ θ θ  

 = − − = − +F X F c F X F cj j j j( ) ( ) ( )0 0θ θ θ  (3.43) 

У співвідношенні (3.43) до обох частин додається величина θ c j  для ( , )j n= 1 , 

x x xm1 2, , . . . ,  додатні, тому завжди можливо знайти таке θ > 0 , що всі коефіцієнти при 

векторах A A A Am j1 2, , . . . , ,  були невід’ємними, іншими словами отримати новий план 

задачі виду: 

X x x x x x xj j m mj= − − −( ; ; ...; ; ; ; ...; )1 1 2 2 0 0θ θ θ θ , якому згідно (3.43) 

відповідає значення функціоналу 

 F X F X F cj j( ) ( ) ( )= − −0 θ  (3.44) 



Так як за умовою теореми F cj j− < 0  і θ > 0 , то F X F X( ) ( )> 0 . Що і потрібно 

було довести. 

Якщо розглядається задача аналогічна (3.28)-(3.30) проте відшукується мінімальне 

значення функціоналу, формулюється наступна теорема. 

Теорема 2. Якщо для деякого вектора A j  виконується умова F cj j− > 0 , то план 

X 0  не є оптимальним і можливо побудувати такий план Х, для якого виконуватиметься 

нерівність F X F X( ) ( )< 0 . 

Доведення аналогічне попередньому випадку. 

 

3.7. Алгоритм розв’язування задачі лінійного програмування 

симплексним методом 

Розглянемо, як виходячи з початкового опорного плану задачі лінійного 

програмування за допомогою симплексного методу знайти оптимальний план. 

Продовжимо розгляд задачі (3.28)-(3.30), опорний план якої 

( )X x b x b x b x xm m m n0 1 1 2 2 1 0 0= = = = = =+, , . . . , , , . . . , . Для дослідження даного 

плану на оптимальність (за умовою оптимальності плану задачі лінійного програмування) 

необхідно вектори A j nj ( , )= 1  системи (3.28) розкласти за базисними A A Am1 2, , . . . ,  і 

розрахувати значення оцінок ∆ j j jF c= − .  

Всі подальші обчислення зручно проводити в симплексній таблиці (таблиця 3.2). 

В стовпці «Базис» записані змінні, що відповідають базисним векторам, в стовпці 

«Сб» – коефіцієнти функціоналу відповідних базисних векторів. В стовпці «План» – 

початковий опорний план X 0 , в цьому ж стовпці в результаті обчислень отримаємо 

оптимальний план, в стовпцях x j nj ( , )= 1  записані коефіцієнти розкладу кожного j-го 

вектора по базису, які відповідають в першій симплексній таблиці коефіцієнтам при 

змінних в системі (3.38). В (m+1)-му рядку в стовпці «План» записуємо значення 

функціоналу для початкового опорного плану F X( )0 , а в інших стовпцях x j  – значення 

оцінок ∆ j j jF c= − . Цей рядок симплексної таблиці називають оцінковим. 

Значення F X( )0  знаходиться при підстановці компонент опорного плану в цільову 

функцію, а значення F X j( ) – при підстановці коефіцієнтів розкладу кожного j-го 

вектора за векторами базису, тобто ці значення в таблиці 3.2. отримують як скалярний 

добуток: 



F X C X c bб i i
i

m

( )0 0
1

= =
=
∑ , 

F F X C X c a j nj j б j i ij
i

m

= = = =
=
∑( ) , , , . . . ,

1

1 2 , 

де ci  – коефіцієнти функціоналу, що відповідають векторам базису. 

Після заповнення таблиці 2.4. розраховують значення оцінок плану (останній рядок): 

∆ j j j j j i ij
i

m

jF c F X c c a c j n= − = − =






 − =

=
∑( ) , , ,... ,

1

1 2 . Далі згідно умови 

оптимальності плану задачі лінійного програмування, якщо всі ∆ j j jF c= − ≥ 0  для 

задачі на максимум, то план є оптимальним. Припустимо, що одна з оцінок 

∆ j j jF c= − < 0 , тоді план X 0  не є оптимальним і необхідно здійснити перехід до 

наступного опорного плану, якому буде відповідати більше значення функціоналу. Якщо 

від’ємних оцінок декілька, то включенню в базис підлягає вектор, який обирається як 

min( )F cj j− , де мінімум знаходимо для тих індексів j, де ∆ j j jF c= − < 0 . Якщо 

існує декілька однакових значень оцінок, що відповідають min( )F cj j− , то з 

відповідних їм векторів в базис включають той, якому відповідає максимальне значення 

функціоналу.  

Якщо хоча б для однієї від’ємної оцінки ∆ j j jF c= − < 0  всі коефіцієнти розкладу 

a ij  відповідного вектора недодатні, це означає, що функціонал є необмеженим на 

багатограннику розв’язків, тобто багатогранник в даному випадку представляє собою 

необмежену область і розв’язок задачі X = ∞ . 

Нехай min( )F c F cj j k k k− = − = ∆ , тобто мінімальне значення досягається для 

k-го вектора m k n≤ ≤ . Тоді в базис включається вектор Ak . Відповідний стовпчик 

симплексної таблиці називають напрямним. 

Для того, щоб обрати вектор, який необхідно вивести з базису (згідно процедури 

переходу від одного опорного плану задачі до іншого § 3.6) розраховують останній 

стовпчик таблиці 3.2. – значення θ . 

θi
i

ik

ik

b

a
i m a= = >, , , . . . , ,1 2 0 . 



З розрахованих значень необхідно обрати найменше 

θ θ∗ = = >min , , ,... , ,i iki m a1 2 0 . Тоді з базису виключають i-ий вектор, якому 

відповідає θ ∗ . 

Припустимо, що θ θ∗ = =min l
l

lk

b

a
 відповідає вектору, що знаходиться в l-му 

рядку таблиці 3.2. Відповідний рядок симплексної таблиці називатиметься напрямним. 

Перетином напрямного стовпчика та напрямного рядка визначається елемент 

симплексної таблиці alk, який називають розв’язувальним елементом. За допомогою 

елемента alk і методу Жордана—Гауса розраховують нову симплексну таблицю, що 

визначатиме наступний опорний план задачі. 

Для визначення нового опорного плану необхідно всі вектори розкласти за 

векторами нового базису. Вектор Ak , який необхідно вводити в базис, в розкладі за 

початковим базисом має вигляд:  

 A a A a A a Ak k lk l mk m= + + + +1 1 . . . . . .  (3.45) 

Вектор Al  виходить з базису і його розклад за новим базисом отримаємо з виразу 

(3.45): 

 ( )A
a

A a A a Al

lk

k k mk m= − − −
1

1 1 ...  (3.46) 

Розклад за початковим базисом вектора А0 має вигляд: 

 A b A b A b Al l m m0 1 1= + + + +... ...  (3.47) 

Для запису розкладу вектора в новому базисі підставимо вираз (3.46) у рівняння 

(3.47), маємо: 
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Таким чином, значення компонент наступного опорного плану розраховуються за 

формулами: 
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 (3.48) 



Розклад за початковим базисом будь-якого з векторів має вигляд: 

 A a A a A a Aj j lj l mj m= + + + +1 1 ... ...  (3.49) 

Розклад за новим базисом отримаємо підстановкою (3.46) у (3.49): 
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= ′ + + ′ + + ′a A a A a Aj kj k mj m1 1 ... ... . 

Новий план: X x a x a x aj k kj m mj1 1 1= = ′ = ′ = ′( ; ...; ; ...; ) , де  
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 (3.50) 

Формули (3.48) та (3.50) є формулами повних виключень Жордана-Гауса. 

Таким чином, щоб отримати коефіцієнти розкладу векторів A A An0 1, , . . . ,  за 

векторами нового базису (перехід до наступного опорного плану та створення нової 

симплексної таблиці 3.3), необхідно: 

1)  розділити всі елементи напрямного рядка на розв’язувальний елемент; 

2)  розрахувати всі інші елементи за правилом прямокутника. 

Далі необхідно здійснити перевірку нових значень оцінкового рядку. Якщо всі 

F cj j− ≥ 0 , то план Х1 – оптимальний, інакше переходять до наступного опорного 

плану. Процес продовжують до отримання оптимального плану, чи встановлення факту 

відсутності розв’язку задачі. 

Якщо в оцінковому рядку останньої симплексної таблиці оцінка Zj – сj = 0 відповідає 

вільній (небазисній) змінній, то це означає, що задача лінійного програмування має 

альтернативний оптимальний план. Отримати його можна, обираючи розв’язувальний 

елемент у зазначеному стовпчику таблиці та використавши один крок симплекс-методом. 

В результаті отримаємо новий опорний план, якому відповідає те саме значення 

функціоналу, що і для попереднього плану, тобто функціонал досягає максимального 

значення в двох точках багатогранника розв’язків, а отже за властивістю 2 розв’язків 

задачі лінійного програмування така задача має нескінчену множину оптимальних планів. 



Розв’язування задачі лінійного програмування на відшукання мінімального значення 

функціоналу відрізняється лише умовою оптимальності опорного плану. В базис 

включають вектор, для якого ∆ j j jF c= −max( ) , де максимум знаходимо для тих j, 

яким відповідають ∆ j j jF c= − > 0 . Всі інші процедури симплексного методу 

аналогічні задачі відшукання максимального значення задачі лінійного програмування. 

 

 

3.8. Метод штучного базису 

В попередніх параграфах розглядався випадок, коли система обмежень 

задачі лінійного програмування містила одиничну матрицю порядку m. 

Проте більшість задач не можливо звести до потрібного вигляду. В такому 

випадку застосовується метод штучного базису. 

Розглянемо задачу лінійного програмування: 

 max ...F c x c x c xn n= + + +1 1 2 2  (3.51) 
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 (3.52) 

 x j nj ≥ =0 1 2( , , . . . , ) (3.53) 

Задача подана в канонічному вигляді і система (3.52) не містить 

одиничної матриці. Отримати одиничну матрицю можливо, якщо до кожного 

рівняння в системі обмежень задачі додати одну змінну x i mn i+ ≥ =0 1( , ) . 

Такі змінні мають назву штучних. (Не обов’язково кількість введених 

штучних змінних має дорівнювати m. Їх необхідно вводити лише в ті 

рівняння системи обмежень, які не розв’язані відносно базисних змінних.) 

Припустимо, що система (3.52) не містить жодного одиничного вектора, тоді 

штучну змінну вводимо в кожне рівняння: 
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 (3.54) 

 x j n mj ≥ = +0 1 2( , ,... , )   

В результаті додавання змінних в рівняння системи (3.52) область 

допустимих розв’язків задачі розширилась. Задачу з системою обмежень 

(3.54) називають розширеною або М-задачею. Розв’язок розширеної задачі 

співпадатиме з розв’язком початкової лише за умови, що всі введені штучні 

змінні в оптимальному плані задачі вийшли з базису, тобто дорівнюють 

нулеві. Тоді система обмежень (3.54) прийматиме вигляд (3.52) (не міститиме 

штучних змінних) і розв’язок розширеної задачі буде розв’язком (3.51)-

(3.53). 

Симплексний метод вводить в базис змінні, які покращують значення 

цільової функції, для даної задачі – збільшують. Отже для того, щоб 

процедура симплексних перетворень виключала з базису штучні змінні їх 

потрібно ввести у цільову функцію з від’ємними коефіцієнтами. Тобто 

лінійна функція (3.51) набуватиме вигляду: 

 max ... ...F c x c x c x Mx Mxn n n n m
∗

+ += + + + − − −1 1 2 2 1   

(У випадку розв’язування задачі на відшукання мінімального значення 

цільової функції вводять коефіцієнт, який є досить великим числом. Цільова 

функція має вигляд: min ... ...F c x c x c x Mx Mxn n n n m
∗

+ += + + + + + +1 1 2 2 1 ). 

Величина М припускається досить великим числом. Тоді, якого б малого 

значення не набувала відповідна коефіцієнту штучна змінна xn i+ , значення 

цільової функції F ∗  буде від’ємним для задачі на максимум та додатнім для 

задачі на мінімум. Тому процедура симплексного методу одразу вилучає 

відповідні змінні з базису і забезпечує визначення плану в якому всі штучні 

змінні ( )x i mn i+ = =0 1, , . 



Якщо в оптимальному плані розширеної задачі існує хоча б одне 

значення xn i+ > 0 , це означає, що початкова задача не має розв’язку (тобто 

система обмежень є несумісною). 

Для розв’язання розширеної задачі за допомогою симплексних таблиць 

зручно використовувати таблиці, оцінковий рядок яких ділиться на два 

рядки. Тоді в (m+2)-му рядку містяться коефіцієнти з М, а в (m+1)-му – ті які 

не містять М. Вектор, який підлягає включенню в базис визначають по 

(m+2)-му рядку. Ітераційний процес по (m+2)-му рядку проводять до повного 

виключення всіх штучних змінних з базису, далі процес визначення 

оптимального плану продовжують за (m+1)-им рядком. 

Взаємозв’язок між розв’язками початкової та розширеної задач 

лінійного програмування не є очевидним і визначається наступною 

теоремою. 

Теорема. Якщо в оптимальному плані 
⌢
X x x xopt n= ( , ,... , , ,... , )1 2 0 0  

розширеної задачі штучні змінні x i mn i+ = =0 1 2, ( , , . . . , ) , то план 

X x x xopt n= ( , ,... , )1 2  є оптимальним планом початкової задачі. 

Доведення. Відмітимо, що коли план 
⌢
X opt  є оптимальним планом 

розширеної задачі, то план X opt  – план початкової задачі. При цьому  

F X c x c x c xopt n n( ) ...= + + + =1 1 2 2  

= + + + − ⋅ − − ⋅c x c x c x M Mn n1 1 2 2 0 0... ... = ∗F X opt( )
⌢

. 

Доведемо, що план X opt  – оптимальний план початкової задачі. 

Припустимо, що X opt  не є оптимальним планом. Тоді існує такий 

оптимальний план X x x xn
∗ ∗ ∗ ∗= ( , ,... , )1 2 , для якого F X F X opt( ) ( )∗ > . Звідси 

для вектора 
⌢
X x x xopt n

∗ ∗ ∗ ∗= ( , ,... , , ,... , )1 2 0 0 , що є планом розширеної задачі, 

маємо: 

F X F X F X F Xopt opt opt opt
∗ ∗ ∗ ∗= > =( ) ( ) ( ) ( )
⌢ ⌢

 

тобто 



F X F Xopt opt
∗ ∗ ∗>( ) ( )
⌢ ⌢

. 

Таким чином, план 
⌢
X opt  розширеної задачі не є оптимальним, що 

протирічить умові теореми, а тому зроблене припущення щодо 

неоптимальності плану X opt  є не вірним. 

Отже в загальному випадку алгоритм розв’язування задачі лінійного 

програмування симплекс-методом складається з п’яти етапів: 

1.  Визначення початкового опорного плану задачі лінійного 

програмування. 

2. Побудова симплексної таблиці. 

3. Перевірка опорного плану на оптимальність за допомогою оцінок ∆ j . 

Якщо всі оцінки задовольняють умову оптимальності, то визначений 

опорний план є оптимальним планом задачі. Якщо хоча б одна з 

оцінок ∆ j  не задовольняє умову оптимальності, то переходять до 

нового опорного плану або встановлюють, що оптимального плану 

задачі не існує. 

4. Перехід до нового опорного плану задачі виконується визначенням 

розв’язувального елемента та розрахунком нової симплексної таблиці. 

5. Повторення дій починаючи з п. 3. 

 

РОЗДІЛ IV. Теорія двоїстості та двоїсті оцінки у лінійному 
програмуванні 

 

4.1.Економічна інтерпретація пари двоїстих задач лінійного 

програмування 

Кожна задача лінійного програмування пов’язана з іншою, так званою 

двоїстою задачею.  

Економічну інтерпретацію кожної з пари задач розглянемо на прикладі 

виробничої задачі.  

Початкова задача: max z = c1x1 + c2x2 + … + cnxn (4.1) 
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 njx j ,1,0 =≥ , (4.3) 

Визначити, яку кількість продукції x j  кожного j-го виду ( , )j n= 1  

необхідно виготовляти в процесі виробництва, щоб максимізувати загальну 

виручку від реалізації продукції підприємства. Причому відомі: загальна 

кількість ресурсів – b i mi , ( , )= 1 , нормативи використання кожного і-го виду 

ресурсу на кожен j-ий вид продукції – a i m j nij , ( , ), ( , )= =1 1 , а також 

c j nj , ( , )= 1  – ціна реалізації одиниці продукції. 

Розглянемо тепер ту саму задачу з іншої точки зору. Припустимо, що за 

певних умов доцільно продавати деяку частину чи всі наявні в господарстві 

ресурси. Необхідно визначити цінність ресурсів. Кожному ресурсу 

b i mi , ( , )= 1  поставимо у відповідність його оцінку y i mi , ( , )= 1 . Умовно 

вважатимемо, що yi  – ціна одиниці і-го ресурсу.  

На виготовлення одиниці j-го виду продукції x j  витрачається згідно 

моделі (4.1)-(4.3.) всі m видів ресурсів у кількості відповідно 

a a a aj j j mj1 2 3, , ,... , . Оскільки ціни одиниці кожного виду ресурсів за 

припущенням дорівнюють y i mi , ( , )= 1 , то загальна вартість ресурсів, що 

витрачені на виробництво одиниці j-го виду продукції обчислюється як 

 a y a y a y a yj j j mj m1 1 2 2 3 3+ + + +...  

Продавати ресурси доцільно лише за умови, що кошти отримані в 

результаті продажу ресурсів будуть дорівнювати вбо перевищуватимуть 

суму, яку можливо було б отримати за реалізацію продукції виготовленої з 

тієї самої кількості ресурсів, тобто  

 a y a y a y a y c j mj j j mj m j1 1 2 2 3 3 1 2+ + + + ≥ =... , , ,... , . 



Зрозуміло, що покупці ресурсів прагнуть здійснити операцію 

якнайдещевше, отже необхідно визначити мінімальну вартість одиниці 

кожного виду ресурсів за якої їх продаж є більш доцільним ніж виготовлення 

продукції. Загальна вартість ресурсів виражається величиною 

 Z b y b y b ym m= + + +1 1 2 2 ... . 

Отже в результаті маємо двоїсту задачу: 

 min ...Z b y b y b ym m= + + +1 1 2 2  (4.4) 
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 (4.5) 

                             y i mi ≥ =0 1 2, ( , ,... )  (4.6) 

Визначити, які мінімальні ціни можливо встановити для одиниці 

кожного і-го виду ресурсу y i mi , ( , )= 1 , щоб продаж ресурсів був більш 

доцільним ніж виробництво продукції. Причому відомі: загальна кількість 

ресурсів – b i mi , ( , )= 1 , нормативи використання кожного і-го виду ресурсу 

на кожен j-ий вид продукції – a i m j nij , ( , ), ( , )= =1 1 , а також c j nj , ( , )= 1  – 

ціна реалізації одиниці продукції. 

Зауважимо, що справжній зміст величин y i mi , ( , )= 1  – умовна ціна, що 

виражає міру «цінності» відповідного ресурсу для даного виробництва. 

Англійський термін shadow prices в літературі перекладають як оцінка або 

тіньова, неявна ціна. 

Задача (4.4)-(4.7) називається двоїстою або спряженою до задачі (4.1)-

(4.3), яку називають прямою (основною, початковою). Поняття двоїстості є 

взаємним. По суті мова йде про одну задачу, але з різних точок зору. Дійсно, 

не важко переконатися, що двоїста задача до (4.4)-(4.7) співпадає з 

початковою. Тому кожну з них можливо вважати прямою, а іншу – двоїстою. 

Симетричність двох задач очевидна. Як пряма так і двоїста задачі 

використовують один набір початкових даних: b i mi , ( , )= 1 , 



a i m j nij , ( , ), ( , )= =1 1 , c j nj , ( , )= 1 . Крім того вектор обмежень початкової 

задачі стає вектором коефіцієнтів цільової функції і навпаки, а рядки матриці 

А (матриці обмежень прямої задачі) стають стовпцями матриці обмежень 

двоїстої задачі. Кожному обмеженню початкової задачі відповідає змінна 

двоїстої і навпаки. 

Початкова постановка задачі та математична модель може мати вигляд 

як (4.1)-(4.3) так і (4.4)-(4.7), отже, як правило, говорять про пару спряжених 

задач лінійного програмування. 

 

4.2. Правила побудови двоїстих задач 

Для побудови двоїстої задачі необхідно звести початкову до 

стандартного виду. Задача лінійного програмування подана у стандартному 

вигляді, якщо для відшукання максимального значення цільової функції всі 

нерівності системи обмежень приведені до вигляду «≤», а для задачі 

відшукання мінімального значення – до вигляду «≥». 

Якщо пряма задача лінійного програмування подана в стандартному 

вигляді, то двоїста задача утворюється за такими правилами: 

1. Кожному обмеженню прямої задачі відповідає змінна двоїстої 

задачі. Кількість невідомих двоїстої задачі дорівнює кількості обмежень 

прямої задачі. 

2. Кожній змінній прямої задачі відповідає обмеження двоїстої задачі, 

причому кількість обмежень дорівнює кількості невідомих прямої задачі. 

3. Якщо цільова функція прямої задачі задається на пошук найбільшого 

значення (max), то цільова функція двоїстої задачі — на визначення 

найменшого значення (min), і навпаки. 

4. Коефіцієнтами при змінних в цільовій функції двоїстої задачі є вільні 

члени системи обмежень прямої задачі. 

5. Правими частинами системи обмежень двоїстої задачі є коефіцієнти 

при змінних в цільовій функції прямої задачі. 



6. Матриця 
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утворюються одна з одної транспонуванням, тобто заміною рядків 

стовпчиками, а стовпчиків — рядками. 

Процес побудови двоїстої задачі зручно зобразити схематично: 

 

                              Пряма задача                                              Двоїста задача 

 

max F=         c1  c2  c3  .....  cm                                         min Z =        b1  b2  ...  bm 

 

 
                                                                    b1                                                           c1 
                                                                    b2                                                           c2 

                              A 
 
                                                                      bm                                  AT

 

 

 
                                                                                                                                 cm 
 

Рис. 4.1. 

Двоїсті пари задач лінійного програмування бувають симетричні та 

несиметричні. 



У симетричних задачах обмеження прямої та двоїстої задач є 

нерівностями, а змінні обох задач можуть набувати лише невід’ємних 

значень. 

У несиметричних задачах обмеження прямої задачі можуть бути 

записані як рівняння, а двоїстої — лише як нерівності. У цьому разі 

відповідні змінні двоїстої задачі набувають будь-якого значення, не 

обмеженого знаком. 

Всі можливі форми прямих задач лінійного програмування та 

відповідні їм варіанти моделей двоїстих задач у матричній формі наведено 

далі. 

 

Симетричні 

Пряма задача 

max F = CX 

AX ≤  B 

X ≥  0 

Двоїста задача 

min Z = BY 

ATY ≥  C 

Y ≥  0 

min F = CX 

AX ≥  B 

X ≥  0 

max Z = BY 

ATY ≤  C 

Y ≥  0 

Несиметричні 

max F = CX 

AX = B 

X ≥  0 

min Z = BY 

ATY ≥  C 

Y ] [∈ − ∞ ∞;  

min F = CX 

AX = B 

X ≥  0 

max Z = BY 

ATY ≤  C 

Y ] [∈ − ∞ ∞;  

 

Приклад 4.1. До наведеної далі задачі лінійного програмування 

записати двоїсту.  

max F = –5x1 + 2x2; 
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Розв’язування. Перш ніж записати двоїсту задачу, необхідно пряму 

задачу звести до стандартного вигляду. Оскільки цільова функція F 

максимізується і в системі обмежень є нерівності, то вони повинні мати знак 

«≤». Тому перше обмеження задачі помножимо на (–1). При цьому знак 

нерівності зміниться на протилежний. Отримаємо: 

max F = –5x1 + 2x2; 
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Тепер за відповідними правилами складемо двоїсту задачу:  

Z = –y1 + 5y2 (min); 
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Або схематично (використовуючи компоненти векторів та матриць): 

         пряма задача                                                 двоїста задача 

max F=     –5     2                                                            min Z =    –1      5 

 

       –1         –1         –1                                                               –1           2      –5 

         2           3           5                                                               –1           3        2 

 

Приклад 4.2. До наведеної задачі лінійного програмування записати 

двоїсту.  

min F x x x x x= + − + +1 2 3 4 56 7 5  

5 4 13 2 20

5 8

8 7 2 9 16

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

x x x x x

x x x x x

x x x x x

− + − + =

− + − + ≤

+ − + − ≥ −









,

,

.

 

                                  x jj , , , . . . ,= 1 2 5 



Розв’язування. Пряму задачу зведемо до стандартного вигляду. 

Оскільки цільова функція F мінімізується і в системі обмежень є нерівності, 

то вони повинні мати знак «≥». Тому друге обмеження задачі необхідно 

помножити на (–1). При цьому знак нерівності зміниться на протилежний. 

Отримаємо: 

5 4 13 2 20

5 8

8 7 2 9 16

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

x x x x x

x x x x x

x x x x x

− + − + =

− + − + − ≥ −

+ − + − ≥ −









,

,

.

 

Двоїста задача: 

max Z y y y= − −20 8 161 2 3 

] [

5 8 1

4 7 6

13 5 7

2 2 1

9 5

0 0

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

y y y

y y y

y y y

y y y

y y y

y y y

− + ≤

− + + ≤

− + − ≤ −

− + + ≤

− − ≤














∈ − ∞ ∞ ≥ ≥

,

,

,

,

.

; , ,

 

Оскільки перше обмеження початкової задачі є рівнянням, відповідна 

йому змінна двоїстої задачі y1  може приймати довільне значення.  

 

4.3.Основні теореми двоїстості та їх економічний зміст 

Зв’язок між оптимальними розв’язками прямої та двоїстої задач 

встановлюють леми та теореми двоїстості, які приведемо без доведення. Їх 

доведення розглянуто в роботі [16]. Розглянемо задачі (4.1)-(4.3) та (4.4)-

(4.6). 

Лема 4.1. (основна нерівність теорії двоїстості). Якщо 

X x x xn= ( , , . . . , )1 2  та Y y y ym= ( , , . . . , )1 2  – допустимі розв’язки відповідно 

прямої та двоїстої задач, то виконується нерівність 

 F X Z Y( ) ( )≤  або c x b yj j
j

n

i i
i

m

= =
∑ ∑≤

1 1

 (4.7) 



Лема 4.2. (достатня умова оптимальності). Якщо X x x xn
∗ ∗ ∗ ∗= ( , ,... , )1 2  та 

Y y y ym
∗ ∗ ∗ ∗= ( , ,... , )1 2  – допустимі розв’язки прямої та двоїстої задач, для яких 

виконується рівність  

 F X Z Y( ) ( )∗ ∗=  (4.8) 

то X ∗ , Y ∗  – оптимальні розв’язки відповідних задач. 

Теорема (перша теорема двоїстості). Якщо одна з пари спряжених задач 

має оптимальний план, то і інша також має розв’язок, причому для 

оптимальних розв’язків значення цільових функцій співпадають 

 max minF Z= . 

Якщо цільова функція однієї із задач не обмежена, то інша задача також 

не має розв’язку1. 

Доведена теорема дозволяє в процесі розв’язування однієї задачі 

одночасно знаходити план іншої. 

Економічний зміст першої теореми двоїстості. Максимальний 

прибуток ( Fmax ) підприємство отримує при виробництві продукції за 

оптимальним планом X x x xopt n= ( , , . . . , )1 2 , однак ту саму суму коштів 

( Z Fmin max= ) воно може отримати реалізуючи ресурси за оптимальними 

цінами Y y y yopt n= ( , , . . . , )1 2 . За умов використання інших планів 

X X Y Yopt opt≠ ≠, , виходячи з основної нерівності теорії двоїстості, доходи 

від реалізації продукції завжди менші ніж витрати на її виробництво. 

 

Між розв’язками спряжених задач крім рівності значень цільових 

функцій, існує більш тісний взаємозв’язок. Для його дослідження розглянемо 

дві симетричні задачі лінійного програмування. 

           Пряма задача:                                                    Двоїста задача: 

max .. .F c x c x c xn n= + + +1 1 2 2                         min ...Z b y b y b ym m= + + +1 1 2 2  

                                                 
1 Зауважимо, якщо одна з задач не має допустимого розв’язку, то двоїста до неї також може не мати 
допустимого розв’язку, тобто обернене твердження по відношенню до другої частини теореми в загальному 
випадку не виконується. 



a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

n n

n n

m m mn n m

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2
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  (4.9)  

a y a y a y c

a y a y a y c

a y a y a y c

m m

m m

n n mn m n

11 1 21 2 1 1
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1 1 2 2

+ + + ≥

+ + + ≥

+ + + ≥




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
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

... ,

... ,

...........................................

... .

 (4.10) 

     x j nj ≥ =0 1, ( , )                                              y i mi ≥ =0 1, ( , )  

Для розв’язування задач симплексним методом необхідно привести їх до 

канонічної форми, для чого в систему обмежень задачі (4.9) необхідно ввести 

m невід’ємних змінних, а в систему обмежень (4.10) – n невід’ємних змінних. 

Поставимо обмеженням кожної задачі у відповідність змінні двоїстої.  

a x a x a x x b y

a x a x a x x b y

a x a x a x x b y

n n n

n n n

m m mn n n m m m

11 1 12 2 1 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2 2

1 1 2 2

+ + + + ≤

+ + + + ≤

+ + + + ≤




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





+

+

+

... ,

... ,

...........................................
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Аналогічно: 

a y a y a y y c x

a y a y a y y c x

a y a y a y y c x

m m m

m m m

n n mn m m n n n

11 1 21 2 1 1 1 1

12 1 22 2 2 2 2 2

1 1 2 2

+ + + − ≥

+ + + − ≥

+ + + − ≥











+

+

+

... ,

... ,

...........................................

... .

 

Отримали наступну відповідність між змінними спряжених задач: 
 
   Основні змінні прямої задачі        Додаткові змінні прямої задачі 
 
     x1         x2                 xk         xn     xn+1       xn+2                 xn l+             xn m+  

 
 
   ym+1    ym+2              ym k+     ym n+      y1          y2                    y l                ym  

 
Додаткові змінні двоїстої задачі        Основні змінні двоїстої задачі 
 

Наступна теорема в літературі як правило має назву теореми про 

доповнюючу нежорсткість.  

Теорема (друга теорема двоїстості для симетричних задач). Для того, 

щоб плани X ∗  та Y ∗  відповідних спряжених задач були оптимальними, 

необхідно і достатньо щоб виконувалися умови доповнюючої нежорсткості: 



 x a y c j nj ij i j
i

m
∗ ∗

=

−






 = =∑

1

0 1, ,   (4.11) 

 y a x b j mi ij j i
j

n
∗ ∗

=

−








 = =∑

1

0 1, , .   (4.12) 

Більш очевидно взаємозв’язок між оптимальними планами прямої та 

двоїстої задач встановлює наслідок другої теореми двоїстості. 

Наслідок. Якщо в результаті підстановки оптимального плану однієї із 

задач (прямої чи двоїстої) в систему обмежень цієї задачі і-те обмеження 

виконується як строга нерівність, то відповідний і-ий компонент 

оптимального плану спряженої задачі дорівнює нулю. 

Якщо і-ий компонент оптимального плану однієї із задач додатний, то 

відповідне і-те обмеження спряженої задачі виконується для оптимального 

плану як рівняння. 

Економічний зміст другої теореми двоїстості. Якщо для 

виготовлення всієї продукції в кількості, що визначається оптимальним 

планом X ∗  витрати одного і-го ресурсу строго менші ніж його загальний 

обсяг bi , то відповідна оцінка такого ресурсу yi
∗  (компонента оптимального 

плану двоїстої задачі) буде дорівнювати нулю, тобто такий ресурс за даних 

умов для виробництва не є «цінним».  

Якщо ж витрати ресурсу дорівнюють його кількості bi , тобто його 

використано повністю, то він є «цінним» для виробництва і його оцінка yi
∗  

буде строго більше нуля.  

Для оптимального плану двоїстої задачі Y ∗ : у випадку коли деяке j-те 

обмеження виконується, як нерівність, тобто всі витрати на виробництво 

одиниці j-го виду продукції перевищують її ціну c j , виробництво такого виду 

продукції є недоцільним, і в оптимальному плані прямої задачі кількість 

такої продукції x j
∗  дорівнює нулю.  



Якщо витрати на виробництво j-го виду продукції дорівнюють ціні 

одиниці продукції c j , її необхідно виготовляти в кількості, що визначає 

оптимальний план прямої задачі x j
∗ > 0. 

Як було з’ясовано в попередньому параграфі, існування двоїстих 

змінних дає можливість співставляти витрати на виробництво і ціни на 

продукцію, що обгрунтовує висновок про доцільність чи недоцільність 

виробництва кожного виду продукції. Крім цього значення двоїстої оцінки 

характеризує зміну значення цільової функції, що зумовлена малими змінами 

вільного члена відповідного обмеження. Дане твердження формулюється у 

вигляді наступної теореми. 

Теорема (третя теорема двоїстості). Компоненти оптимального плану 

двоїстої задачі y i mi
∗ =, ( , )1  дорівнюють значенням частинних похідних від 

цільової функції F b b bm( , ,... , )1 2  по відповідним аргументам b i mi , ( , )= 1 , 

або 

 
∂
∂

F

b
y i m

i

i= =∗ , ( , ,... , )1 2  (4.13) 

Економічний зміст третьої теореми двоїстості. Двоїсті оцінки є 

унікальним інструментом, який дає можливість порівняти не порівнювальні 

речі. Очевидно, неможливим є просте співставлення величин, що мають різні 

одиниці виміру. Якщо розглянути виробничу задачу, цікавим є питання як 

змінюватиметься значення цільової функції (може вимірюватись в грошових 

одиницях) при зміні обсягів ресурсів (можуть вимірюватися в тонах; м2; 

люд./год.; га тощо).  

Використовуючи третю теорему двоїстості легко визначити вплив на 

зміну значення цільової функції збільшення (зменшення) обсягів окремих 

ресурсів: числові значення двоїстих оцінок показують на яку величину 

змінюється цільова функція при зміні обсягу відповідного даній оцінці 

ресурсу y
F

b
i

i

∗ =
∆
∆

. 



Таким чином, при малій зміні bi  замість задачі (4.1)-(4.3) маємо нову 

задачу, де bi  замінено на ′ = +b b bi i i∆ . Позначимо ′X  – оптимальний план 

нової задачі. Для визначення F X( )′  не потрібно розв’язувати нову задачу 

лінійного програмування, достатньо скористатись формулою 

F X F X y bi i( ) ( )′ − =∗ ∗∆ , де X ∗  – оптимальний план (4.1)-(4.3). 

 

4.4. Приклади застосування теорії двоїстості для знаходження 

оптимальних планів прямої та двоїстої задач 

Кожна з двох спряжених задач може бути розв’язана окремо, проте 

встановлені теоремами двоїстості залежності між оптимальними планами 

прямої та двоїстої задач дають можливість знаходити розв’язок двоїстої 

задачі при наявності оптимального плану прямої і навпаки. 

Приклад 4.3. До наведеної далі задачі лінійного програмування 

записати двоїсту задачу. Розв’язати одну з них симплекс-методом та 

визначити оптимальний план іншої задачі. 

max F = –5x1 + 2x2; 
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Розв’язування. Перш ніж записати двоїсту задачу, необхідно пряму 

задачу звести до стандартного вигляду. Оскільки цільова функція F 

максимізується і в системі обмежень є нерівності, то вони повинні мати знак 

«≤ ». Тому перше обмеження задачі помножимо на (–1). При цьому знак 

нерівності зміниться на протилежний. Отримаємо: 

max F = –5x1 + 2x2; 
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Тепер за відповідними правилами складемо двоїсту задачу: 

Z = –y1 + 5y2 (min); 
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Оскільки записані задачі симетричні, будь-яку з них можна розв’язати 

симплекс-методом. Наприклад, визначимо спочатку оптимальний план 

прямої задачі. Для цього застосуємо алгоритм симплекс-методу. 

1. max F = –5x1 + 2x2 + 0x3 + 0x4; 
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2. Векторна форма запису системи обмежень має вигляд 

044332211 AxAxAxAxA
�����

=+++ , 

де 




= 2
1

1A
�

, 




= 3
1

2A
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, 
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
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1
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
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, 




= 5
1

0A
�

. 

У системі векторів для утворення початкового одиничного базису 

відсутній вектор 




= 0
1

5A
�

. Тому використаємо штучну змінну в першому 

обмеженні. 

3. Розширена задача лінійного програмування буде така: 

max F = –5x1 + 2x2 + 0x3 + 0x4 – Мx5; 

.5,1,0

,532
,1

421

5321

=≥





=++
=+−+

jx

xxx

xxxx

j

 

У цій задачі х4 та х5 — базисні змінні, а х1, х2, х3 — вільні. Нехай 

х1 = х2 = х3 = 0, тоді х4 = 5; х5 = 1. 

Перший опорний план задачі: 

х0 = (0; 0; 0; 5; 1), F0 = –M. 

4. Подальше розв’язування прямої задачі подано у вигляді сиплекс-

таблиці: 

 

 



Базис Сбаз План –5 2 0 0 М θ 

   x1 x2 x3 x4 x5  

←x5 

x4 
–М 
0 

1 
5 

1 
2 

1 
3 

–1 
0 

0 
1 

1 
0 

1 
5/3 

Fj – cj ≥ 0 0 
–М 

5 
–М 

–2 
–М 

0 
М 

0 
0 

0 
0 

 

x2 

←x4 
2 
0 

1 
2 

1 
–1 

1 
0 

–1 
3 

0 
1 

1 
–3 

– 

2/3 

Fj – cj ≥ 0 2 7 0 –2 0 2 + 
М 

 

x2 

x3 
2 
0 

5/3 
5/3 

2/3 
–1/3 

1 
0 

0 
1 

1/3 
1/3 

0 
–1 

 

Fj – cj ≥ 0 10/3 19/3 0 0 2/3 0 + 
М 

 

 

З останньої симплекс-таблиці бачимо, що оптимальний план прямої задачі 

х* = (0; 5/3; 2/3; 0), Fmax = 10/3. 

Згідно зі співвідношенням двоїстості за першою теоремою можна 

записати, що оптимальний план двоїстої задачі існує і 

min Z = max F = 10/3, 

1* −= Dcy баз

� , 

де )0;2(баз =c
�  та міститься в стовпчику «сбаз» останньої симплекс-таблиці; 








−=−

3/11
3/101D  

він також міститься в останній симплекс-таблиці у стовпчиках змінних 

«x5» та «x4», які утворювали початковий базис. 

Отже, 

( ) ( )3/2;03/11
3/100;2* =







−⋅=y , 

min Z = –1 ⋅ 0 + 5 ⋅ 2/3 = 10/3. 



Застосовуючи до розв’язування прямої задачі симплекс-метод, ми 

знайшли її оптимальний план, а потім визначили оптимальний розв’язок 

двоїстої задачі за допомогою співвідношень першої теореми двоїстості. 

Приклад 4.4. До наведеної далі задачі лінійного програмування 

записати двоїсту задачу. Розв’язавши двоїсту задачу графічно, визначити 

оптимальний план прямої задачі. 

min Z = x1 + 2x2 + 2x3; 
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Розв’язування. За відповідними правилами побудуємо двоїсту задачу: 

mах F = y1 + 4y; 
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Зауважимо, що задачі несиметричні, і тому змінна у1, що відповідає 

рівнянню в системі обмежень прямої задачі, може мати будь-який знак, а 

змінна у2 — лише невід’ємна. 

Двоїста задача має дві змінні, а отже, її можна розв’язати графічно 

(рис. 4.1). 
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F=max
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Рис. 4.1 



 
Найбільшого значення цільова функція двоїстої задачі F досягає в точці 

В многокутника ABCD. ЇЇ координати: 





=
−=

⇒




=+−
=+

.3/4
;3/2
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yy
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тобто у* = (–2/3; 4/3); mах F = 1 ⋅ (–2/3) + 4 ⋅ 4/3 = 14/3. 

Оптимальний план прямої задачі визначимо за допомогою 

співвідношень другої теореми двоїстості. 

Підставимо у* у систему обмежень двоїстої задачі і з’ясуємо, як 

виконуються обмеження цієї задачі: 

( )

( ) 





=
=
<

⇒






=+−⋅−
=⋅+−

=+−⋅

.22
;22
;10

23/43/21
;23/423/2

;03/43/22
 

Оскільки перше обмеження для оптимального плану двоїстої задачі 

виконується як строга нерівність, доходимо висновку, що перша змінна 

прямої задачі дорівнюватиме нулю х1 = 0 (перша частина другої теореми 

двоїстості). 

Тепер проаналізуємо оптимальний план двоїстої задачі. Оскільки друга 

компонента плану у2 = 4/3 додатна, доходимо висновку, що друге обмеження 

прямої задачі для х* виконуватиметься як строге рівняння (друга частина 

другої теореми двоїстості). 

Об’єднуючи здобуту інформацію, можна записати систему обмежень 

прямої задачі як систему двох рівнянь, в якій х1 = 0, та визначити решту 

змінних: 





=
=

⇒




=+
=−
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тобто х* = (0; 5/3; 2/3), min Z = 1 ⋅ 0 + 2 ⋅ 5/3 + 2 ⋅ 2/3 = 14/3. 

Умова min Z = max F = 14/3 виконується, і тому х* = (0; 5/3; 2/3);  

у* = (–2/3; 4/3) є оптимальними планами відповідно прямої та двоїстої задач. 



Приклад 4.5. Визначити, чи оптимальні такі плани сформульованої 

задачі лінійного програмування: 

min z = 12x1 – 4x2 + 2x3; 
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а) х = (8/7; 3/7; 0); б) х = (0; 1/5; 8/5); в) х = (1/3; 0; 1/3). 

Розв’язування. Принцип розв’язування задач такого типу ґрунтується 

на використанні другої теореми двоїстості. Необхідно побудувати двоїсту 

задачу та припускаючи, що відповідний план Х є оптимальним, визначити 

оптимальний розв’язок двоїстої задачі. Якщо при цьому екстремальні 

значення цільових функцій збігатимуться, то припущення правильне. 

Протилежного висновку можна дійти в таких випадках. 

1. Якщо запропонований план Х недопустимий, тобто не задовольняє 

систему обмежень прямої задачі. 

2. Якщо визначений план двоїстої задачі недопустимий, тобто не 

задовольняє всі обмеження двоїстої задачі. 

3. Якщо визначений план двоїстої задачі допустимий, але для нього 

екстремальне значення цільової функції F не дорівнює значенню функції Z, 

тобто не виконується умова першої теореми двоїстості. 

Запишемо двоїсту задачу до прямої задачі лінійного програмування: 

max F = y1 + 2y2; 
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Перевіримо запропоновані плани на оптимальність. 

1. х = (8/7; 3/7; 0). Підставимо його в систему обмежень прямої задачі: 





=
=⇒





=+⋅+
=+⋅−⋅

,22
;11

207/327/8
;107/337/82  



Обидва обмеження виконуються і тому Х = (8/7; 3/7; 0) є допустимим 

планом прямої задачі. Припустимо тепер, що зазначений план є оптимальним 

планом прямої задачі. Тоді для нього  

Z = 12 ⋅ 8/7 + 4 ⋅ 3/7 + 2 ⋅ 0 = 12. 

Скористаємося другою теоремою двоїстості та визначимо відповідний 

план двоїстої задачі. Оскільки x1 = 8/7 > 0; x2 = 3/7 > 0, то згідно з другою 

частиною другої теореми двоїстості можна записати перше та друге 

обмеження як рівняння і визначити у1 і у2: 





=
=

⇒




−=+−
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Підставимо ці значення в третє обмеження системи двоїстої задачі: 

221 ≤+ yy ; 

2844 >=+ . 

Для визначених значень у1 = 4; у2 = 4 це обмеження не виконується, і 

тому відповідний план у = (4; 4) є недопустимим планом двоїстої задачі. 

Унаслідок цього наше припущення, що  

Х = (8/7; 3/7; 0) є оптимальним планом вихідної задачі, виявилося 

помилковим. 

2. Х = (0; 1/5; 8/5). Підставимо цей план в систему обмежень прямої 

задачі: 





=+⋅+
=+⋅−⋅
.25/85/120

;15/85/1302  

План допустимий і для нього Z = 12 ⋅ 0 – 4 ⋅ 1/5 + 2 ⋅ 8/5 = 12/5. 

Визначимо відповідний план двоїстої задачі. Оскільки компоненти x3 та 

x2 додатні, то друге та третє обмеження двоїстої задачі можна записати як 

рівняння: 
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Перевіримо, що виконується перше обмеження двоїстої задачі для 

визначених значень у1 та у2: 2 ⋅ 8/5 + 2/5 = 18/5 < 12. Отже, перше обмеження 

виконується, і тому у = (8/5; 2/5) є допустимим планом двоїстої задачі. Для 

нього  

F = 8/5 + 2 ⋅ 2/5 = 12/5 = Z.  

З огляду на викладене можна зробити висновок, що Y* = (8/5; 2/5) є 

оптимальним планом двоїстої задачі, а X* = (0; 1/5; 8/5) — оптимальним 

планом прямої задачі. 

Наше припущення відносно запропонованого плану виявилося 

правильним. 

3. Х = (1/3; 0; 1/3). Для цього плану обмеження прямої задачі 

виконуються так: 





≠=+⋅+
=+⋅−⋅

.23/23/1023/1
;13/1033/12  

Оскільки Х = (1/3; 0; 1/3) є недопустимим планом, то він не може бути 

також оптимальним планом прямої задачі. 

Отже, перевірка запропонованих планів на оптимальність дала такі 

результати: а) ні; б) так, Х* = (0; 1/5; 8/5), min Z = 12/5; в) ні. 

4.6. Аналіз лінійних моделей економічних задач 

Теорія двоїстості є потужним математичним апаратом 

обґрунтування структури виробництва в передплановому періоді. 

Вона дає змогу насамперед визначити статус ресурсів та 

інтервали стійкості двоїстих оцінок відносно зміни запасів 

дефіцитних ресурсів. В умовах ринкової економіки ціни на 

ресурси можуть змінюватися в доволі широких межах. Крім 

цього, постачальники не за своєю волею можуть не виконати 

попередніх домовленостей. Тому аналіз ринку ресурсів у 

передплановому періоді має чимале значення. Важливою є 

проблема заміни даного дефіцитного ресурсу іншим, більш 

дорогим. 



Використання двоїстих оцінок дає можливість визначити рентабельність 

кожного виду продукції, яка виробляється підприємством. При цьому можна 

оцінити інтервали можливої зміни цін одиниці кожного виду продукції, що 

дуже важливо в умовах ринку. 

Отже, аналіз лінійної економіко-математичної моделі на чутливість дає 

широкий спектр динамічної інформації про визначений оптимальний план і 

змогу дослідити вплив можливих змін на результати господарської 

діяльності. 

Розроблена економіко-математична модель може бути використана для 

машинної імітації процесу виробництва. Це дає можливість перевірити: 

1) за яких умов оптимальний план є стійким; 

2) чи є вигідним додаткове залучення ресурсів; 

3) як зміниться ефективність виробництва в разі загострення конкуренції 

на ринку збуту (оцінити виправданість у цій ситуації зниження цін на 

продукцію); 

4) доцільність виробництва нової продукції; 

5) як вплине на ефективність діяльності підприємства порушення 

споживачами продукції попередніх угод — відмова від частини або всієї 

продукції. Як має виробник у цій ситуації змінити план виробництва 

продукції, щоб уникнути втрат, пов’язаних із надвиробництвам відповідного 

виду продукції. 

Зауважимо, що дослідження планів, здобутих за економіко-математичними 

моделями, на стійкість, а також оцінювання ситуацій мають виконуватися в 

передплановому періоді. 

 

4.6.1. Економічна інтерпретація пари спряжених задач 

Економічну інтерпретацію прямої та двоїстої задач і проведення 

післяоптимізаційного аналізу розглянемо на прикладі задачі оптимального 

використання обмежених ресурсів. 



Для виробництва n видів продукції використовується m видів ресурсів, 

запаси яких обмежені обсягами ( )mibi ,1= . Норма витрат кожного ресурсу на 

одиницю продукції становить ( )minjaij ,1;,1 == . Ціна реалізації одиниці 

продукції j-го виду дорівнює ( )njc j ,1= . Математична модель задачі має такий 

вигляд: 

 j

n

j
j xcZ ⋅= ∑

=1

max ; (4.38) 

 ( )mibxa ij

n

j
ij ,1

1
=≤∑

=
; (4.39) 

 ( )njx j ,10 =≥ . (4.40) 

Пряма задача полягає у визначенні такого оптимального плану 

виробництва продукції ( )**
2

*
1 ...,,,* nxxxx = , який дає найбільшу виручку від 

реалізації. 

Двоїста задача до поставленої прямої буде така: 

 i

m

i
i ybF ∑=

=1
min ; (4.41) 

 ( )njcya ji

m

i
ij ,1

1
=≥∑

=
; (4.42) 

 ( )mjyi ,10 =≥ . (4.43) 

Економічних зміст двоїстої задачі – визначити таку оптимальну систему 

двоїстих оцінок ресурсів уі, що використовуються для виробництва 

продукції, при яких загальна вартість усіх ресурсів буде найменшою. Змінні 

двоїстої задачі означають цінність одиниці і-го ресурсу. Академік 

Л.В.Канторовиич назвав їх об’єктивно обумовленими оцінками 

відповідного ресурсу. 

Згідно теоретичним положенням § 4.5 розглянемо використання 

двоїстих оцінок на прикладі аналізу економіко-математичних моделей виду 

(4.38)-(4.40) та (4.41)-(4.43). 

Приклад 4.6. Деяке підприємство виробляє чотири види продукції А, В, 

С, і Д, використовуючи для цього три види ресурсів 1, 2 і 3. Норми витрат 



ресурсів на одиницю кожної продукції (в умовних одиницях) наведено в 

таблиці. 

 

Ресурс Норма витрат на одиницю 
продукції, ум. од.,  

за видами продукції 

Запас 
ресурсу 

 А В С Д  

1 2 5 2 4 250 

2 1 6 2 4 280 

3 3 2 1 1 80 

 

Відома ціна реалізації одиниці продукції кожного виду: для продукції А 

— 2 ум. од., для В і Д — по 4 од., для С — 3 од.  

Визначити оптимальний план виробництва продукції кожного виду в 

умовах обмеженості ресурсів, який дає підприємству найбільшу виручку від 

реалізації продукції.  

Розв’язування.  

Математичні моделі прямої та двоїстої задачі мають такий вигляд: 

 

;4,1,0

,8023

,280426

,2504252

;4342max

4321

4321

4321

4321

=≥









≤+++

≤+++

≤+++

+++=

jx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxZ

j

 (4.44) 

де хj — обсяг виробництва продукції j-го виду ( )4,1=j ; 
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де yi — оцінка одиниці і-го виду ресурсу ( )3,1=i . 



Симплексна таблиця, що відповідає оптимальному плану поставленої 

задачі має вигляд: 

 

Базис Сбаз План 2 4 3 4 0 0 0 

   х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7 

х4 4 45 –2 1/2 0 1 1/2 0 –1 

х6 0 30 –1 1 0 0 –1 1 0 

х3 3 35 5 3/2 1 0 –1/2 0 2 

Zj – Cj = 0 285 5 5/2 0 0 1/2 0 2 

 

4.6.2. Аналіз розв’язків економіко-математичних моделей 

спряжених задач 

З наведеної симплекс-таблиці маємо оптимальний план прямої та двоїстої 

задач. Оптимальний план прямої задачі позначимо X ∗ , а оптимальний план 

двоїстої – Y*. 

Х
* = (0; 0; 35; 45; 0; 30; 0), max Z = 285; 

Y
* = (4; 0; 3) × 















−
−

−

202/1
011
102/1

 = (1/2; 0; 2); 

min F = 250/2 + 160 = 285 = max Z. 

 

 

 

  Основні змінні прямої задачі                  Додаткові змінні прямої задачі 
 
 x1 0= ; x2 0= ; x3 35= ; x 4 45=                     x5 0= ; x6 30= ; x7 0=  

 

Основні змінні оптимального плану прямої задачі визначають обсяги 

виробництва всіх видів продукції. Випуск продукції А та В не передбачається 

(х1 = х2 = 0), а С і Д у кількості відповідно 35 та 45 од.  



Додаткові змінні оптимального плану прямої задачі х5, х6, х7 

характеризуються залишок (невикористану частину) ресурсів відповідно 1, 2 

та 3. Оскільки х6 = 30, другий ресурс використовується у процесі 

виробництва продукції не повністю, а перший та третій ресурси — повністю 

(х5 = х7 = 0).  

За такого оптимального плану виробництва продукції та використання 

ресурсів підприємство отримує найбільшу виручку у розмірі 285 ум. од. 

З розділу ІІІ відомо, що між змінними прямої та двоїстої задач існує 

відповідність виду: 

 

   Основні змінні прямої задачі              Додаткові змінні прямої задачі 
 
 x1 0=     x2 0=     x3 35=    x 4 45=          x5 0=     x6 30=      x7 0=  

 
 
 y4 5=    y5 5 2=    y6 0=      y7 0=          y1 1 2=     y2 0=      y3 2=                 

 
Додаткові змінні двоїстої задачі             Основні змінні двоїстої задачі 
 

 

Оптимальний план двоїстої задачі дає оптимальну систему оцінок 

ресурсів, що використовуються у виробництві.  

Основні змінні двоїстої задачі за наведеною схемою відповідають 

додатковим змінним прямої, що характеризують міру використання ресурсу 

при виробництві за оптимальним планом. Отже змінні у1, у2 та у3 також дають 

певну характеристику відповідних видів ресурсів. Так, у1 = 1/2 та у3 = 2 

відмінні від нуля, а ресурси 1 та 2 (за значеннями додаткових змінних прямої 

задачі) використовуються повністю. Двоїста оцінка у2 = 0 і відповідний вид 

ресурсу не повністю використовується при оптимальному плані виробництва 

продукції. Це підтверджується також попереднім аналізом додаткових 

змінних оптимального плану прямої задачі. Крім того, за третьою теоремою 

двоїстості відомо: якщо деяка основна змінна оптимального плану двоїстої 



задачі уі ≠ 0, то зміна (збільшення або зменшення) обсягів відповідного і-го 

ресурсу приводить до відповідної зміни значення цільової функції на 

величину уі. Якщо уі = 0, то значення цільової функції залишається 

незмінним. 

Отже у1 = 1/2, якщо запас першого ресурсу збільшити на одну умовну 

одиницю (b1 = 250 + 1 = 251), то цільова функція max Z збільшиться за інших 

однакових умов на у1 = 1/2 ум. од. і становитиме max 

Z = 285 +1/2 = 285,5 ум. од. Аналогічно збільшення на одну умовну одиницю 

третього ресурсу (b3 = 80 + 1 = 81) приведе до збільшення за інших 

однакових умов цільової функції на у3 = 2 ум. од., що становитиме max Z = 

285 +2 = 287 ум. од. Лише незначні зміни обсягу другого ресурсу ніяк не 

впливатимуть на значення цільової функції, оскільки у2 = 0.  

Додаткові змінні оптимального плану двоїстої задачі відповідають 

основним змінним прямої задачі і, оскільки останні визначають виробництво 

кожного виду продукції, відповідні їм у4, у5, у6 та у7 також певним чином 

мають характеризувати виробництво відповідних видів продукції. За 

правилами побудови двоїстої задачі очевидно, що додаткові змінні 

оптимального плану двоїстої задачі показують, на скільки вартість ресурсів 

при виробництві перевищує ціну одиниці відповідної продукції.  

Додаткові змінні двоїстої задачі розміщуються в оцінковому рядку 

останньої симплекс-таблиці у стовпчиках «х1» — «х4». Їх оптимальні 

значення у4 = 5; у5 = 5/2; у6 = 0; у7 = 0. Тому витрати на виробництво 

продукції А і В перевищують їх ціну відповідно на 5 та 5/2 ум. од., а для 

продукції С і Д такого перевищення немає. Це підтверджується також 

попереднім аналізом основних змінних оптимального плану прямої задачі, 

оскільки за оптимальним планом доцільно виготовляти саме продукцію С і 

Д. 

Розрахована оптимальна система оцінок дає найменшу загальну вартість 

усіх ресурсів, що використовуються на підприємстві: min F = 285 ум. од. 

 



4.6.4. Аналіз обмежень дефіцитних і недефіцитних ресурсів 

За допомогою двоїстих оцінок можна визначити статус кожного ресурсу 

прямої задачі. 

Ресурси, що використовуються для виробництва продукції, можна 

умовно поділити на дефіцитні та недефіцитні залежно від того, повне чи 

часткове їх використання передбачене оптимальним планом прямої задачі. 

Якщо деяке значення двоїстої оцінки уі в оптимальному плані двоїстої задачі 

дорівнює нулю, то відповідний і-й ресурс використовується у виробництві 

продукції не повністю і є недефіцитним. Якщо ж двоїста оцінка уі > 0, то і-й 

ресурс використовується для оптимального плану виробництва продукції 

повністю і називається дефіцитним. Відомо (третя теорема двоїстості), що 

величина двоїстої оцінки показує, на скільки збільшиться значення цільової 

функції Z, якщо запас відповідного ресурсу збільшити на одну умовну 

одиницю. 

Статус ресурсів прямої задачі можна визначити трьома способами. 

Перший — підстановкою Х* у систему обмежень прямої задачі. Якщо 

обмеження виконується як рівняння, то відповідний ресурс дефіцитний, у 

противному разі — недефіцитний. 
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Другий спосіб — за допомогою додаткових змінних прямої задачі. Якщо 

додаткова змінна в оптимальному плані дорівнює нулю, то відповідний 

ресурс дефіцитний, а якщо відмінна від нуля — ресурс недефіцитний. 

Третій спосіб — за допомогою двоїстих оцінок. Якщо уі ≠ 0, то зміна 

(збільшення або зменшення) обсягів і-го ресурсу приводить до відповідної 

зміни доходу підприємства, і тому такий ресурс є дефіцитним. Якщо уі = 0, то 

і-й ресурс недефіцитний. Так у нашому випадку, 

у1 = 1/2 > 0     (ресурс 1 дефіцитний); 

у2 = 0                (ресурс 2 недефіцитний); 

у3 = 2 > 0        (ресурс 3 дефіцитний). 



Отже, якщо запас першого дефіцитного ресурсу збільшити на одну 

умовну одиницю (b1 = 250 + 1 = 251), то цільова функція max Z збільшиться 

за інших однакових умов на у1 = 1/2 ум. од. і становитиме max Z = 

285,5 ум. од.  

Цікавим є питання за рахунок яких змін в оптимальному плані 

виробництва продукції збільшиться дохід підприємства? Як відомо з § 4.5.1 

інформацію про це дають елементи стовпчика «х5» останньої симплекс-

таблиці, який відповідає двоїстій оцінці даного ресурсу у1 = 1/2.  

Якщо в початковій задачі значення першого ресурсу зросте на одиницю, 

то (згідно таблиці 4.2.) отримаємо: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Базис Сб План 2 4 3 4 0 0 0 

   х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7 

х5 0 250+1 2 5 2 4 1 0 0 

х6 0 280+0 1 6 2 4 0 1 0 

х7 0 80+0 3 2 1 1 0 0 1 

Zj – cj ≥ 0 0 -2 -4 -3 -4 0 0 0 

х4 4 
62,5+

1
4

 
1

2
 

5

2
 

1

2
 

1 1
4

 
0 0 

х6 0 30 – 1 –1 1 0 0 –1 1 0 

х7 0 
17,5–

1
4

 
5

2
 

3

4
 

1

2
 

0 
–

1
4

 
0 1 

Zj – cj ≥ 0 69 0 6 -1 0 1 0 0 

х4 4 
45+

1
2

 
–2 1

2
 

0 1 1
2

 
0 –1 

х6 0 30–1 –1 1 0 0 –1 1 0 

х3 3 
35–

1
2

 
5 3/2 1 0 

–
1
2

 
0 2 

Zj – cj ≥ 0 
285+

1
2

 
5 5/2 0 0 1/2 0 2 

 

У новому оптимальному плані значення базисної змінної *
4x  збільшиться 

на 1/2, змінної *
6x  — зменшиться на одиницю, а *

3x  — 1/2. При цьому 

структура плану не зміниться, а нові оптимальні значення будуть такими: 

Х
* = (0; 0; 34,5; 45,5; 0; 29; 0). 

Отже, збільшення запасу першого дефіцитного ресурсу за інших 

однакових умов приводить до зростання випуску продукції Д та падіння 



виробництва продукції С, а обсяг використання другого ресурсу 

збільшується. За такого плану виробництва максимальний дохід 

підприємства буде max Z = 2 ⋅ 0 + 4 ⋅ 0 + 3 ⋅ 34,5 + 4 ⋅ 45,5 = 285,5, тобто 

зросте на у1 = 1/2. 

Проаналізуємо, як зміниться оптимальний план виробництва продукції, 

якщо запас дефіцитного ресурсу 2 за інших однакових умов збільшити на 

одну умовну одиницю (b3 = 80 + 1 = 81). Аналогічно попереднім 

міркуванням, скориставшись елементами стовпчика «х7» останньої симплекс-

таблиці, що відповідає двоїстій оцінці у3 = 2, можна записати новий 

оптимальний план: 

Х
* = (0; 0; 37; 44; 0; 30; 0). 

max Z = 2 ⋅ 0 + 4 ⋅ 0 + 3 ⋅ 37 + 4 ⋅ 44 = 287. 

Отже, дохід підприємства збільшиться на дві умовні одиниці за 

рахунок збільшення виробництва продукції С на дві одиниці та зменшення 

випуску продукції Д на одну одиницю. При цьому обсяг використання 

ресурсу 2 не змінюється. 

Але після проведеного аналізу постає логічне запитання: оскільки 

збільшення третього ресурсу на одиницю приводить до найбільш значного 

підвищення значення функціоналу, чи можливо збільшити третій дефіцитний 

ресурс на 50, 100 і т.д. ум. од. тим самим значно збільшуючи виручку 

підприємства? 

З § 4.5.1 відомо, щоб однозначно відповісти на поставлене запитання, 

необхідно розрахувати інтервали можливої зміни обсягів дефіцитних 

ресурсів, у межах яких двоїсті оцінки уі залишаються на рівні оптимальних 

значень, тобто розв’язати систему нерівностей (4.43). 

Якщо приріст (зміну) запасу першого ресурсу  позначимо ∆b1. Тоді: 

 

 



Базис Сб План 2 4 3 4 0 0 0 

   х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7 

х5 0 250+1 ∆b1  2 5 2 4 1 0 0 

х6 0 280+0 ∆b1  1 6 2 4 0 1 0 

х7 0 80+0 ∆b1  3 2 1 1 0 0 1 

Zj – cj ≥ 0 0 -2 -4 -3 -4 0 0 0 

х4 4 
62,5+

1
4

∆b1  
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Zj – cj ≥ 0 250 + ∆b1  0 6 -1 0 1 0 0 

х4 4 
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х6 0 30–1 ∆b1  –1 1 0 0 –1 1 0 

х3 3 
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Тоді новий оптимальний план 

Х
* = (0; 0; 35–1/2∆b1;  45 + 1/2∆b1;  0;  30 – ∆b1; 0). 

Єдина вимога, яку можна поставити до можливих нових оптимальних 

значень, — це умова невід’ємності, тобто 
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3090 1 ≤∆≤− b . 

Це означає, що коли запас ресурсу 1 збільшиться на 30 ум. од. або 

зменшиться на 90 ум. од., то оптимальною двоїстою оцінкою ресурсу 1 

залишиться у1 = 1/2. Отже, запас ресурсу 1 може змінюватись у межах 

3025090250 11 +≤∆+≤− bb , 

280160 1 ≤≤ b . 

Згідно з цим максимально можливий дохід підприємства перебуватиме в 

межах 

2/1302852/190285 max ⋅+≤≤⋅− Z , 

300240 max ≤≤ Z , 

а оптимальний план виробництва продукції 

(0; 0; 80; 0; 0; 120; 0) = Х* = (0; 0; 20; 60; 0; 0; 0). 

Аналогічно розраховується інтервал стійкості двоїстої оцінки у3 = 2 

дефіцитного ресурсу 3: 
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455,17 3 ≤∆≤− b , 

1255,62 3 ≤≤ b . 

Отже, якщо запас ресурсу 3 збільшиться на 45 ум. од. або зменшиться на 

17,5 ум. од., то двоїста оцінка у3 = 2 цього ресурсу залишиться оптимальною. 

Згідно із цим можливий дохід підприємства та оптимальний план 

виробництва продукції перебуватимуть у межах 

375max250 ≤≤ Z ; 

(0; 0; 0; 62,5; 0; 30; 0) = Х* = (0; 0; 125; 0; 0; 30; 0). 



Для розрахунку інтервалу зміни недефіцитного ресурсу досить 

розв’язати одну нерівність (4.23). 

В нашому випадку недефіцитним є другий ресурс. Відомо, що при 

оптимальному плані виробництва ресурс залишається в обсязі x6 30=  ум. од. 

Отже зменшення даного ресурсу на 30 ум. од. не змінить структури 

оптимального плану. Якщо зміну загального запасу другого ресурсу 

позначити ∆b2 , маємо: 

− ≤ < ∞30 2∆b  

Таким чином інтервал зміни недефіцитного ресурсу в межах якого 

структура оптимального плану залишиться постійною буде: 

250 2≤ ≤ ∞b  

Зауважимо, що визначені інтервали стосуються лише випадків, коли 

змінюється тільки один ресурс, а запаси всіх інших фіксовані, тобто за інших 

однакових умов. У разі одночасної зміни обсягів усіх або кількох ресурсів 

для визначення інтервалів таких змін необхідно розв’язати систему 

нерівностей виду (4.25). 

 
 
 
 
 



4.6.5. Аналіз коефіцієнтів цільової функції 

Під впливом різних обставин ціна одиниці продукції на підприємстві може 

змінюватися (збільшуватися чи зменшуватися). І тому завжди цікаво знати, у 

межах яких змін ціни продукції кожного виду структура оптимального плану 

виробництва залишається постійною. 

Для визначення інтервалів зміни коефіцієнтів цільової функції 

скористаємось розглянутими в § 4.5.2. положеннями. Як було з’ясовано, 

перетворення симплексної таблиці при зміні коефіцієнтів цільової функції 

стосуються лише елементів оцінкового рядка. Дослідимо питання зміни 

коефіцієнтів цільової функції для прикладу 4.6. Нехай змінюється ціна на 

одиницю продукції виду А, тобто початкове значення 2 ум. од. представимо, як 

2 1+ ∆c , де ∆c1  – величина зміни ціни одиниці продукції виду А. Тоді 

симплексні перетворення матимуть вигляд: 

 

Базис Сб План 2 4 3+∆c3  4 0 0 0 

   х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7 

х5 0 250 2 5 2 4 1 0 0 

х6 0 280 1 6 2 4 0 1 0 

х7 0 80 3 2 1 1 0 0 1 

Zj – cj ≥ 0 0 -2 -4 -3-∆c3  -4 0 0 0 

х4 4 62,5 1

2
 

5

2
 

1

2
 

1 1

4
 

0 0 

х6 0 30 –1 1 0 0 –1 1 0 

х7 0 17,5 5

2
 

1 1

2
 

0 
–

1

4
 

0 1 

Zj – cj ≥ 0 69 0 6 -1-∆c3  0 1 0 0 



х4 4 45 –2 1

2
 

0 1 1

2
 

0 –1 

х6 0 30 –1 1 0 0 –1 1 0 

х3 3+∆c3  35 5 3/2 1 0 
–

1

2
 

0 2 

Zj – cj ≥ 0 285+35

∆c 3  

5+5∆c 3  5/2+3/2

∆c 3  

0 0 1/2-

1/2∆c 3  

0 2+2∆c 3  

 

Симплекс-таблиця, яка відповідає оптимальному плану, зберігає свій 

вигляд за винятком елементів стовпчика «Сбаз» що, у свою чергу, впливає на 

значення всіх ненульових оцінок (Zj – cj). Для базисної змінної х3 зміна 

коефіцієнта на ∆c3 приведе до таких оцінок: 

(Z1 – c1) = 4 ⋅ (–2) + 0 ⋅ (–1) +(3 + ∆c3)⋅ 5 – 2 = 5 + 5∆c3; 

(Z2 – c2) = 4 ⋅ 1/2 + 0 ⋅ 1 + (3 + ∆c3)⋅ 3/2 – 4 = 5/2 + 3/2∆c3; 

(Z5 – c5) = 4 ⋅ 1/2 + 0 ⋅ (–1)+ (3 + ∆c3) · (– 1/2 )– 0 = 1/2 – 1/2∆c3; 

(Z7 – c7) = 4 ⋅ (–1) + 0 ⋅ 0 +   (3 + ∆c3) · 2 – 0 = 2 + 2∆c3. 

Враховуючи систему нерівностей (4.28) нові значення оцінок мають 

задовольняти умову оптимальності, тобто Zj – cj ≥ 0. Тому інтервал для ∆c3 

визначається з такої системи нерівностей: 
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11 3 ≤∆≤− c , 

42 3 ≤≤ c . 

Отже, ціна одиниці продукції виду С може збільшуватися та зменшуватися 

на 1 ум. од. і перебувати в межах від 2 до 4 ум. од., але оптимальним планом 

виробництва продукції залишається Х*
 = (0; 0; 35; 45). 



Для базисної невідомої х4 інтервал зміни коефіцієнта с4 розраховується 

аналогічно: 
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21 4 ≤∆≤− c , 

63 4 ≤≤ c . 

Якщо за інших однакових умов ціна одиниці продукції Д зменшиться до 

3 ум. од. або збільшиться до 6 ум. од., то оптимальний план виробництва 

продукції на підприємстві не зміниться (Х* = (0; 0; 35; 45)). 

Розрахунок інтервалів зміни значень коефіцієнтів цільової функції для 

небазисних змінних виконується згідно (4.30): 

Симплекс-таблиця, яка відповідає оптимальному плану, зберігає свій 

вигляд за винятком ненульових значень оцінкового рядка (Zj – cj). Нові оцінки 

(Zj – cj) мають задовольняти умову оптимальності задачі максимізації, тобто 

бути невід’ємними. 

Зміну коефіцієнта с1 позначимо ∆с1. Оскільки х1 — небазисна змінна, то в 

симплекс-таблиці зміниться лише відповідна оцінка Z1 – c1: 

(Z1 – c1) = 4 ⋅ (–2) + 0 ⋅ 1 +3 ⋅ 3/2 – (2 + ∆c1) = 5 – ∆c1. 

За умови Z1 – c1 ≥ 0 дістанемо нерівність 5 – ∆c1 ≥ 0, тобто ∆c1 ≥ 5. Це 

означає, що коли ціна одиниці продукції А за інших рівних умов зросте не 

більш як на 5 ум. од., то оптимальним планом виробництва продукції на 

підприємстві все одно залишиться Х*
 = (0; 0; 35; 45). Лише максимальний доход 

зміниться на max ∆Z= ∆c1х1. 

Аналогічно розраховується інтервал зміни коефіцієнта ∆c2: 

(Z2 – c2) = 5/2 – ∆c2 = 0;   ∆c2 = 5/2. 



Зі зростанням ціни одиниці продукції В на 5/2 ум. од. за інших однакових 

умов оптимальний план виробництва продукції не зміниться, а max ∆Z = ∆c2x2. 

Якщо ж коливання ціни продукції виходять за визначені межі, то план Х = 

(0; 0; 35; 45) вже не буде оптимальним і його необхідно буде поліпшити згідно 

з алгоритмом симплекс-методу, тобто продовжити розв’язування задачі. 

 

 

 

 

5.1. Економічна постановка і математична модель цілочислової 

задачі лінійного програмування 

Існує доволі широкий клас задач математичного програмування, в 

економіко-математичних моделях яких одна або кілька змінних мають набувати 

цілих значень, наприклад, коли йдеться про кількість верстатів у цеху, 

підприємств у галузі тощо, тобто коли така вимога випливає з особливостей 

технології виробництва.  

Зустрічаються також класи задач, які на перший погляд не мають нічого 

спільного з цілочисловими моделями, проте формулюються як задачі 

цілочислового програмування. Вимоги дискретності змінних в явній чи неявній 

формах притаманні таким практичним задачам, як складання послідовності 

виробничих процесів; календарне планування роботи підприємства; планування 

та забезпечення матеріально-технічного постачання, розміщення підприємств, 

розрахунок капіталовкладень, планування використання обладнання тощо.  

Задача математичного програмування, змінні якої повинні набувати цілих 

значень називається задачею цілочислового програмування. У випадках коли 

цілочислових значень набувають не всі, а одна чи кілька змінних задача 

називається частково цілочисловою.  

До цілочислового програмування належать також задачі оптимізації, в 

яких змінні набувають лише двох значень — 0 або 1 (бульові, або бінарні, 

змінні).  



Умова цілочисловості є по суті нелінійною і може зустрічатися в задачах, 

що містять як лінійні, так і нелінійні функції. У даному параграфі розглянемо 

задачі математичного програмування в яких крім умови цілочисловості всі 

обмеження та цільова функція є лінійними, що мають назву цілочислових 

задач лінійного програмування. 

Загальна цілочислова задача лінійного програмування записується так: 

 max (min) F c xj j
j

n
=

=
∑

1

  (5.1) 

за умов 
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  ( )mi ,1= ,  (5.2) 

 x j ≥ 0             ( )nj ,1= ,  (5.3) 

 x j — цілі      ( )nj ,1= . (5.4) 

У загальному випадку вимога цілочисловості змінних значно ускладнює 

розв’язування задач математичного програмування.  

 

5.2. Геометрична інтерпретація розв’язків цілочислових задач 

лінійного програмування на площині 

Для знаходження оптимального розв’язку цілочислових задач застосовують 

спеціальні методи. Найпростішим методом розв’язування цілочислової задачі є 

знаходження її оптимального розв’язку як задачі, що має лише неперервні 

змінні, з подальшим округленням останніх. Такий підхід є виправданим тоді, 

коли змінні в оптимальному плані набувають досить великих значень порівняно 

до одиниці їх виміру. Нехай, наприклад, у результаті розв’язування задачі 

підприємство повинно виробити оптимальний обсяг деталей – 1235,6. 

Округливши це значення до 1236, не припустимося значної похибки. Проте в 

деяких випадках такі спрощення призводять до істотних неточностей. 

Припустимо, що множина допустимих розв’язків деякої нецілочислової задачі 

лінійного програмування має вигляд представлений на рис.5.1: 
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рис.5.1. 

Максимальне значення функціоналу для даної задачі знаходиться в точці В. 

Округлення дасть наступне значення оптимального плану x x1 23 3= =;  (точка 

D на рис.5.1). Очевидно, що точка D не може бути розв’язком задачі, оскільки 

вона навіть не належить множині допустимих розв’язків (чотирикутник ОАВС), 

тобто відповідні значення змінних не задовольнятимуть систему обмежень 

задачі.  

Зауважимо, що геометрично множина допустимих планів будь-якої 

лінійної цілочислової задачі являє собою систему точок з цілочисловими 

координатами, що знаходяться всередині опуклого багатокутника допустимих 

розв’язків відповідної нецілочислової задачі. Отже для розглянутого на рис.5.1. 

випадку множина допустимих планів складається з дев’яти точок (рис.5.2), які 

утворені перетином сімейства прямих, що паралельні осям Ох та Oy і проходять 

через точки з цілими координатами 1, 2, .... Для знаходження цілочислового 

оптимального розв’язку пряму, що відповідає цільовій функції пересуваємо у 

напрямку вектора нормалі 
�
N  до перетину з останнім вузлом утвореної 

цілочислової сітки. Цей вузол визначає точку, координати якої дають 

оптимальний цілочисловий розв’язок. В нашому прикладі оптимальний 

цілочисловий розв’язок відповідатиме точці М ( x x1 22 2= =; ).  
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рис.5.2. 

Очевидно, особливість геометричної інтерпретації цілочислової задачі 

порівняно до звичайної задачі лінійного програмування полягає лише у 

визначені множини допустимих розв’язків. Область допустимих розв’язків 

загальної задачі лінійного програмування є опуклим багатогранником, вимога 

цілочисловості розв’язку приводить до множини допустимих розв’язків, що 

складається з окремих точок. Тоді як для випадку двох змінних розв’язок 

можливо відшукати графічним методом і використання цілочислової сітки дає 

можливість досить просто знайти оптимальний розв’язок, для загального 

випадку необхідно використання спеціальних методів. 

 

5.3. Загальна характеристика методів розв’язування 

цілочислових задач лінійного програмування 

Для знаходження оптимальних планів задач цілочислового програмування 

застосовують наступні групи методів: 

• методи відтинання; 

• комбінаторні методи; 

• наближені методи. 

Основою методів відтинання є ідея поступового «звуження» області 

допустимих розв’язків розглядуваної задачі. Пошук цілочислового оптимуму 

починається з розв’язування задачі з так званими послабленими обмеженнями, 

тобто без урахування вимог цілочисловості змінних. Далі введенням у модель 



спеціальних додаткових обмежень, що враховують цілочисловість змінних, 

многокутник допустимих розв’язків послабленої задачі поступово зменшуємо 

доти, доки змінні оптимального розв’язку не набудуть цілочислових значень. 

До цієї групи належать: 

а) методи розв’язування повністю цілочислових задач (дробовий алгоритм 

Гоморі); 

б) методи розв’язування частково цілочислових задач (другий алгоритм 

Гоморі, або змішаний алгоритм цілочислового програмування). 

Комбінаторні методи цілочислової оптимізації базуються на ідеї перебору 

всіх допустимих цілочислових розв’язків, однак вони реалізують процедуру 

цілеспрямованого перебору, під час якої розглядається лише частина розв’язків 

(досить невелика), а решта враховується одним зі спеціальних методів. 

Найпоширенішим у цій групі методів є метод віток і меж. 

Починаючи з розв’язування послабленої задачі, він передбачає розбиття 

початкової задачі на дві підзадачі виключенням областей, що не мають 

цілочислових розв’язків, і дослідженням кожної окремої частини многокутника 

допустимих розв’язків. 

Для розв’язування задач із бульовими змінними застосовують комбіновані 

методи, причому оскільки змінні є бульовими, то методи пошуку оптимуму 

значно спрощуються. 

Досить поширеними є також наближені методи розв’язування 

цілочислових задач лінійного програмування. Оскільки для практичних задач 

великої розмірності за допомогою точних методів не завжди можливо знайти 

строго оптимального розв’язку або для розв’язування задачі використовуються 

наближено визначені, неточні початкові дані, часто в реальних задачах досить 

обмежитись наближеним розв’язком, пошук якого є спрощеним.  

Значна частина наближених алгоритмів базується на використанні 

обчислювальних схем відомих точних методів, таких, наприклад, як метод віток 

і меж. 



До наближених методів відносяться: метод локальної оптимізації (метод 

вектора спаду); модифікації точних методів; методи випадкового пошуку та інш. 

5.4. Методи відтинання. Метод Гоморі 

В основу методів цілочислового програмування покладено ідею, що 

можливо належить Данцігу. Припустимо, що необхідно розв’язувати задачу 

лінійного програмування всі або частина змінних якої мають бути 

цілочисловими. Можливо, якщо розв’язувати задачу не враховуючи умову 

цілочисловості, випадково буде одразу отримано потрібний розв’язок. Однак 

така ситуація мало ймовірна. В більшості випадків розв’язок не задовольнятиме 

умову цілочисловості. Тоді накладають додаткове обмеження, яке не 

виконується для отриманого плану задачі проте задовольняє будь-який 

цілочисловий розв’язок. Таке додаткове обмеження називають правильним 

відтинанням. Система лінійних обмежень задачі доповнюється новою умовою 

і далі розв’язується отримана задача лінійного програмування. Якщо її 

розв’язок знову не задовольняє умови цілочисловості, то будується нове лінійне 

обмеження, що відтинає отриманий розв’язок не торкаючись цілочислових 

планів. Процес приєднання додаткових обмежень повторюють доки не буде 

знайдено цілочисловий оптимальний план або доведено, що його не існує. 

Геометрично введення лінійних обмежень в систему задачі означає 

проведення гіперплощини (прямої), що відтинає від багатогранника 

(багатокутника) допустимих розв’язків ту частину, яка містить точки з 

нецілочисловими координатами, однак не торкається ні однієї цілочислової 

точки даної множини. В результаті новий багатогранник розв’язків містить всі 

цілі точки, які були в початковому і розв’язок, що отримано на новому 

багатограннику буде цілочисловим (рис. 5.3). 
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Рис.5.3. 

Слід відмітити, що визначення правила для реалізації ідеї Данціга щодо 

формування додаткового обмеження виявилось досить складним завданням і 

першим кому вдалось успішно реалізувати цю ідею був Гоморі.  

Розглянемо алгоритм запропонований Гоморі для розв’язування повністю 

цілочислової задачі лінійного програмування, що грунтується на використанні 

симплексного методу і використовує досить простий спосіб побудови 

правильного відтинання. 

Нехай маємо задачу цілочислового програмування: 

 max F c xj j
j

n
=

=
∑

1

  (5.5) 

за умов 

 a x bij j
j

n

i
=
∑ =

1

  ( )mi ,1= ,  (5.6) 

 x j ≥ 0             ( )nj ,1= ,  (5.7) 

 x j — цілі      ( )nj ,1= . (5.8) 

Припустимо, що параметри a b c i m j nij i j, , , ( , ; , )= =1 1  – цілі числа. 

Не враховуючи умови цілочисловості знаходимо розв’язок задачі (5.5)-(5.7) 

симплексним методом. Нехай розв’язок існує і міститься в наступній 

симплексній таблиці. 



Базис Сб План c1 c1 ... cm cm+1 ... cn 

   х1 х2 ... хm хm+1 ... хn 

х1 c1 β1 1 0 ... 0 α1m+1 ... α1n 
х2 c1 β2 0 1 ... 0 α2m+1 ... α2n 
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

хm cm βm 0 0 ... 1 αmm+1 ... αmn 
 

Змінні x x xm1 2, , ... ,  – базисні, а x x xm m n+ +1 2, , ... ,  – вільні. Оптимальний 

розв’язок задачі: X m
∗ = ( , , ... , , , , ... , )β β β1 2 0 0 0 . Якщо β j j n( , )= 1  – цілі числа, то 

отриманий розв’язок є цілочисловим оптимальним розв’язком задачі (5.5)-(5.8). 

Інакше існує хоча б одне з чисел, наприклад, βi  – дробове, отже необхідно 

побудувати правильне відтинання, що виключає неціле значення βi . 

Розглянемо довільний оптимальний план X ∗  задачі (5.5)-(5.7). Виразимо в 

даному плані базисну змінну xi  через вільні: 

 x x x xi i im m in n i ij j
j m

n
= − − − = −+ +

= +
∑β α α β α1 1

1

...  (5.9) 

Представимо коефіцієнти при змінних даного рівняння у вигляді суми 

цілої та дробової частин. Введемо позначення: [ ]β  – ціла частина числа β, { }β  

– дробова частина числа β.
1
 

 [ ] { } [ ] { }x x xi i i ij j
j m

n

ij j
j m

n
= + − −

= + = +
∑ ∑β β α α

1 1

 (5.10) 

або  

 [ ] [ ] { } { }x x xi i ij j
j m

n

i ij j
j m

n
− + = −

= + = +
∑ ∑β α β α

1 1

 (5.11) 

                                                 
1
 Цілою частиною числа а називається найбільше ціле число [ ]a , що не перевищує а, дробовою частиною є 

число { }a , яке дорівнює різниці між самим числом а та його цілою частиною, тобто { } [ ]a a a= − . 

Наприклад, для a = 2
1

3
         [ ]a = 2 ,      { }a = − =2

1

3
2

1

3
; 

                     для a = −2
1

3
      [ ]a = −3 ,   { }a = − − − =2

1

3
3

2

3
( )  



Отже, рівняння (5.11) виконується для будь-якого допустимого плану 

задачі (5.5)-(5.7). Припустимо тепер, що розглянутий план X ∗  є цілочисловим 

оптимальним планом задачі. Тоді ліва частина рівняння (5.11) складається лише 

з цілих чисел і є цілочисловим виразом, отже права його частина також ціле 

число і справедлива рівність: 

 { } { }α βij j
j m

n

ix N
= +
∑ = +

1

 (5.12) 

де N деяке ціле число. 

Величина N не може бути від’ємною. Якщо б N ≤ −1, то з (5.12) 

приходимо до нерівності 

 { } { } { }α β βij j
j m

n

i ix N
= +
∑ = + ≤ −

1

1 

Звідки { } { }α βij j
j m

n

ix
= +
∑ + ≤

1

1 . Тобто дробова частина { }βi  перевищує 

одиницю, що неможливо. Тому число N є невід’ємним. 

Якщо в лівій частині рівняння (5.12) відняти деяке невід’ємне число 

приходимо до нерівності: 

 { } { }α βij j
j m

n

ix
= +
∑ ≥

1

 (5.13) 

що виконується за припущенням для будь-якого цілочислового плану 

задачі (5.5)-(5.7). Нерівність (5.13) є шуканим правильним відтинанням. 

Таким чином для розв’язування цілочислових задач лінійного 

програмування (5.1)-(5.4) методом Гоморі використовується наступний 

алгоритм: 

1. Симплексним методом розв’язується задача без вимог цілочисловості 

змінних — (5.1) – (5.3).  

Якщо серед елементів умовно-оптимального плану немає дробових чисел, 

то цей план є оптимальним планом задачі цілочислового програмування (5.1)—

(5.4). 



Якщо задача (5.1) – (5.3) немає розв’язку (цільова функція необмежена або 

система обмежень несумісна), то задача (5.1) – (5.4) також немає розв’язку. 

2. Коли в умовно-оптимальному плані є дробові значення, то вибирається 

змінна, яка має найбільшу дробову частину. На базі цієї змінної (елементів 

відповідного рядка останньої симплексної таблиці, в якому вона міститься) 

будується додаткове обмеження Гоморі: 

{ } { }α βij j
j m

n

ix
= +
∑ ≥

1

. 

3. Додаткове обмеження після зведення його до канонічного вигляду і 

введення базисного елемента приєднується до останньої симплексної таблиці, 

яка містить умовно-оптимальний план. Здобуту розширену задачу розв’язують, 

а далі перевіряють її розв’язок на цілочисловість. Якщо він не цілочисловий, то 

процедуру повторюють, повертаючись до п. 2. Так діють доти, доки не буде 

знайдено цілочислового розв’язку або доведено, що задача не має допустимих 

розв’язків у множині цілих чисел. 

Як правило, розв’язування задач цілочислового програмування потребує 

великого обсягу обчислень. Тому при створенні програм для ЕОМ особливу 

увагу слід приділяти засобам, що дозволяють зменшити помилки округлення,  

які можуть призвести до того, що отриманий цілочисловий план не буде 

оптимальним. 

Розглянемо приклад розв’язування цілочислової задачі лінійного 

програмування методом Гоморі. 

Приклад 5.1. Підприємство планує відкрити сушильний цех на виробничій 

площі 190 м
2
, маючи для цього 100 тис. грн. і можливість придбати 

устаткування двох типів А і В. Техніко-економічну інформацію про ці два види 

устаткування подано в таблиці: 

 
 
 
 
 
 
 



Техніко-економічний  
показник 

Устаткування Ресурс 

 А В  

Вартість, тис. грн. 25 10 100 

Необхідна виробнича 
площа, м

2
 

40 20 190 

Потужність, тис. 
грн./рік 

350 150  

 
Розв’язування. Нехай х1 і х2 —кількість комплектів устаткування відповідно 

типу А і В. 

Запишемо економіко-математичну модель: 

21 х150х350Zmax += , 

100x10x25 21 ≤+ , 

190x20x40 21 ≤+ , 

0x,0x 21 ≥≥ , 

1x  і 2x  — цілі. 

Розв’язуємо задачу, нехтуючи умовою цілочисловості. Остання симплексна 

таблиця набере вигляду: 

 
Хбаз Сбаз План 350 150 0 0 

   х1 х2 х3 х4 

х1 350 1 1 0 
5

1  
10

1
−  

х2 150 
2

1
7  0 1 

5

2
−  

4

1
−  

0cZ jj ≥−  1475 0 0 10 
2

1
2  

 
Значення другої змінної є дробовим числом, що не задовольняє початкові 

умови задачі. Побудуємо для другого рядка наведеної симплексної таблиці 

додаткове обмеження виду { } { }j
n

1j
jij bx ≥∑

=

α , тобто: 

{ } { }






≥







−+







−++

2
17x

4
1x

5
2x0x1 4321 . 

Оскільки 
5

3

5

2
=







− , 

4

3

4

1
=







− , 

2

1

2

1
7 =






 , то додаткове обмеження набирає вигляду 



2
1x

4
3x

5
3

43 ≥+ . 

Зведемо його до канонічної форми та введемо штучну змінну: 

2
1xxx

4
3x

5
3

6543 ≥+−+ . 

Приєднавши здобуте обмеження до останньої симплексної таблиці з умовно-

оптимальним планом, дістанемо:  

 
Хбаз Сбаз План 350 15

0 
0 0 0 –М 

   х1 х2 х3 х4 х5 х6 

х1 350 1 1 0 
5

1  
10

1
−  0 0 

х2 150 
2

1
7  0 1 

5

2
−  

4

1
−  0 0 

х6 –М 
2

1  0 0 
5

3  
4

3  –1 1 

0сZ jj ≥−
 

1475 0 0 10 
2

1
2  0 0 

 M
2

1
−  0 0 M

5

3
−  M

4

3
−  М 0 

 
Розв’язуючи наведену задачу, остаточно знаходимо цілочисловий 

оптимальний план: ( )5х;2хX 21 ==∗ , 1450max =Z . 

 

5.9. Економічна постановка і математична модель задачі 

нелінійного програмування 

Досить детально розглянута в розділах, присвячених лінійному 

програмуванню, задача пошуку оптимальних обсягів виробництва ґрунтується на 

припущеннях про лінійність зв’язку між витратами ресурсів і обсягами 

виготовленої продукції; між ціною, рекламою та попитом тощо. Якщо такі зв’язки 

насправді є нелінійними, то більш адекватні математичні моделі доцільно 

формулювати в термінах нелінійного програмування.  

Нехай для деякої виробничої системи необхідно визначити план випуску 

продукції, за умови найкращого способу використання ресурсів системи. 



Відомі загальні запаси кожного ресурсу, нормативи витрат кожного ресурсу на 

одиницю продукції та ціна реалізації одиниці виготовленої продукції. Критерії 

оптимальності можуть бути різноманітними, наприклад максимізація виручки 

від реалізації продукції. Така умова подається лінійною залежністю загальної 

виручки від обсягів проданого товару та ціни одиниці продукції.  

Однак, загально відомим є факт, що за умов ринкової конкуренції питання 

реалізації продукції є досить складним. Обсяг збуту кінцевої продукції 

визначається перш за все її ціною, отже в якості цільової функції доцільно 

розглядати максимізацію не всієї виготовленої, а лише реалізованої продукції. 

Тоді необхідно визначити також і оптимальне значення ціни одиниці продукції 

при якій обсяг збуту буде максимальним, для цього її потрібно ввести в задачу як 

невідому величину, при цьому обмеження задачі мають враховувати зв’язки між 

ціною, рекламою та обсягами збуту продукції. Цільова функція міститиме добуток 

двох невідомих величин (оптимальна ціна одиниці продукції та оптимальна 

кількість відповідного виду продукції) отже є нелінійною. Таким чином маємо 

задачу нелінійного програмування. 

І нарешті будь-яка задача стає нелінійною, якщо в математичній моделі 

необхідно враховувати умови невизначеності та ризик. В якості величини ризику 

розповсюджене використання такої величини як дисперсія, тому врахування 

обмеженості ризику вимагає введення нелінійної функції в систему обмежень, а 

мінімізація ризику певного процесу досягається за рахунок дослідження 

математичної моделі з нелінійною цільовою функцією. 

Загальна задача математичного програмування формулюється 
наступним чином: 

Знайти такі значення змінних xj ( , )j n= 1 , щоб цільова функція набувала 

екстремального (максимального чи мінімального значення): 

 max (min) ( , , ... , )F f x x xn= 1 2  (5.33) 

за умов  
 { }g x x x bi n i( , , ... , ) , ,1 2 ≤ = ≥  ( i m= 1, ) (5.34) 
 x j ≥ 0  ( , )j n= 1  (5.35) 

Якщо всі функції f x x xn( , , ... , )1 2  та g x x xi n( , , ... , )1 2  ( i m= 1, ) є 
лінійними, то приходимо до задачі лінійного програмування, інакше (хоча б 

одна з функцій не є лінійною) маємо задачу нелінійного програмування. 
 

5.10. Геометрична інтерпретація задачі нелінійного програмування 



Геометрично цільова функція (5.33) визначає деяку поверхню, 
обмеження (5.34)-(5.35) визначають допустиму підмножину n-вимірного 

евклідового простору. Знаходження оптимального розв’язку задачі 
нелінійного програмування зводиться до відшукання точки з допустимої 
підмножини, в якій досягається поверхня найвищого (найнижчого) рівня. 

Якщо цільова функція неперервна, а допустима множина розв’язків 
замкнена, не пуста і обмежена, то глобальний максимум (мінімум) задачі 

існує. 
Найпростішими для розв’язування є задачі нелінійного 

програмування, що містять систему лінійних обмежень та нелінійну 
цільову функцію. В цьому випадку область допустимих розв’язків є 

опуклою, тобто замкненою, непустою та обмеженою.  
Розглянемо приклад геометричного способу розв’язування задачі 

нелінійного програмування. 
Приклад 5.5. Знайти мінімальне і максимальне значення функції  

Z x x= − + −( ) ( )1
2

2
22 2  

за умов 





≤+

≥+

2443

,1

21

21

xx
xx

 
x x1 20 0≥ ≥,  

Розв’язування. Область допустимих розв’язків утворює чотирикутник 
АВСD (рис. 5.7). Геометрично цільова функція представляє коло з центром 
в точці М (2; 2) і квадратом радіуса R Z2 = , тобто значення цільової функції 
буде збільшуватися (зменшуватися) зі збільшенням (зменшенням) радіусу 

кола. Проведемо з точки М кола різних радіусів. Функція Z має два 
локальних максимуми: точка В (0; 6) і С (8; 0). Обчислимо значення 

функціоналу в цих точках:  
Z B x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + − = − + − = + =1

2
2

2 2 22 2 0 2 6 2 4 16 20 , 
Z C x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + − = − + − = + =1

2
2

2 2 22 2 8 2 0 2 36 4 40 . 
Оскільки Z C Z B( ) ( )> , то точка С (8; 0) – точка глобального максимуму. 

Очевидно, що найменший радіус R = 0, тоді  

R Z x x x x2
1

2
2

2
1 20 2 2 2 2= = = − + − ⇒ = =( ) ( ) ; . Тобто точка М є 

точкою мінімуму, оскільки їй відповідає найменше можливе значення цільової 

функції.  

 

                         x2 

 

 

                6         B 

 

 

 

 

                                    M 
                 1    A 

                              D                                        C 
                          1                      5                 8                        x1 

 

 

Рис. 5.7. 



Відмітимо, що в даному випадку точка, яка відповідає оптимальному 

плану задачі знаходиться всередині багатокутника допустимих розв’язків, що 

для задач лінійного програмування неможливо. 

Приклад 5.6. Знайти мінімальне значення функції  
Z x x= − + −( ) ( )1

2
2

24 4  
за умов x x

x x
1 2

1 2

8

12

≤

+ ≥




,
 

x x1 20 0≥ ≥,  
Розв’язування. В даному прикладі множина допустимих розв’язків 

складається з двох окремих частин (рис. 5.8). Цільова функція аналогічно 
попередньому випадку представляє коло з центром в точці М (4; 4). 

Функція Z має два локальних мінімуми в точці А ( x x1 20 71 11 29≈ ≈, ; , ),  і в 
точці В ( x x1 211 29 0 71≈ ≈, ; , ).  

Значення функціоналу в цих точках однакове і дорівнює:  
Z x x= − + − =( ) ( )1

2
2

24 4 64 . 
Отже маємо два альтернативні оптимальні плани.  
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Рис. 5.8. 

Даний приклад ілюструє одну з особливостей задач нелінійного 
програмування. На відміну від задач лінійного програмування 

багатогранник допустимих розв’язків задачі нелінійного програмування не 
обов’язково буде опуклою множиною. 

Наведемо основні особливості задач нелінійного програмування, що 

впливають на методи їх розв’язування. 

 
5.11. Основні трудності розв’язування задач нелінійного 

програмування 
Часто задачу нелінійного програмування стараються звести до 

лінійного вигляду, що призводить до значних похибок. Наприклад, як 
правило собівартість продукції  y  визначають як функцію ,

x
bay +=  де х – 

обсяги виробництва. Вівши заміну z
x

=
1

 маємо ,bzay +=  тобто приходимо 
до лінійної функції. При такій заміні похибок не допускають. Однак якщо 

функція собівартості буде ,2 cbxaxy ++−=  то використання замість неї 
деякої лінійної функції y d kx= +  не виправдане, що видно з рис. 5.9. 



1y

2y

3y

4y

y

1x 2x 3x

fxdy +=

х  

Рис. 5.9 

У точках 1x  і 3x  величина собівартості для двох цих функцій однакова. 

Однак у всіх інших точках ці значення відрізняються, причому у точці 2x  у 

значній мірі, тобто на величину: 

y y ax bx c d kx ax b k x c d4 2 2
2

2 2 2
2

2− = − + + − − = − + − + −( ) ( )  

Отже, лінеаризація нелінійних процесів є досить складною математичною 

задачею.Зведення нелінійної задачі до лінійної дає змогу отримати 

симплексним методом розв’язок близький до розв’язку початкової нелінійної 

задачі. Однак з вище розглянутого прикладу, бачимо, що при побудові 

наближених лінійних задач можливо отримати надто грубий розв’язок, який 

непридатний для використання. 

Навіть питання про існування розв’язку задачі нелінійного програмування 

потребує окремого дослідження. 

Розглянемо основні труднощі розв’язування нелінійних задач. 

1. Для лінійних задач можна завжди знайти оптимальний розв’язок 

універсальним методом – симплексним. При цьому не існує проблеми з 

доведенням існування такого розв’язку, тобто в результаті розв’язування 

симплексним методом завжди приводить до одного з варіантів відповіді: 

1) отримали оптимальний розв’язок;  

2) умови задачі протирічиві, тобто розв’язку не існує;  

3) цільова функція необмежена, тобто розв’язку також не існує. 

Для задач нелінійного програмування не існує універсального методу 

розв’язування, що зумовило розробку значної кількості методів розв’язування 

окремих типів задач нелінійного програмування. Для кожного специфічного 



методу необхідно доводити існування розв’язку задачі, а також його єдиність, 

що є досить складною математичною задачею. 

Відомі точні методи розв’язування нелінійних задач, але при цьому 

існують трудності обчислювального характеру, тобто навіть для сучасних ЕОМ 

такі алгоритми є досить трудомісткими, тому в більшості випадків для 

розв’язування нелінійних задач виправданим є використання наближених 

методів.  

2. Для задач лінійного програмування доведено наявність єдиного 

екстремуму, що досягається в одній з вершин (або кількох одночасно) 

багатогранника допустимих розв’язків задачі. При знаходженні розв’язку задачі 

нелінійного виникають кілька локальних оптимумів, що значно ускладнює 

пошук серед них глобального.  

На рис. 5.10. маємо на відрізку локальні оптимуми у точках ,0x ,1x ,2x  

,3x ,4x ,5x ,6x ,7x ,8x ,9x  глобальний – у точках x4  та x6 . 
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Рис. 5.10 

Більшість наближених методів дають можливість, як правило, знаходити 

локальний оптимум. Можна користуватись простим способом і визначити всі 

локальні оптимуми і методом порівняння знайти глобальний. Однак для 

практичних розрахунків такий метод є неефективним. Часто глобальний 

оптимум наближені методи не “уловлюють”. Наприклад, у випадку, коли 

глобальний оптимум знаходиться досить близько до локального. Якщо відрізок 



[ ]100 , xx  розібити на десять підвідрізків і глобальний оптимум попаде у відрізок 

[ ]1, +ii xx  (рис. 5.10), а зліва від xi  та справа 1+ix  крива ( )xfy =  буде 

підніматись, то глобальний оптимум буде пропущеним.  

3. У задачах лінійного програмування точка оптимуму завжди була 

граничною точкою багатогранника допустимих планів. Для нелінійних задач 

точка, яка визначає оптимальний план, може бути як граничною так і 

знаходитись всередині допустимої області розв’язків (планів), що було 

наочно проілюстровано в прикладі 5.5. 

4.  Доведено, що множина допустимих планів задачі лінійного 

програмування завжди є опуклою множиною. У випадку коли система 

обмежень задачі є нелінійною вона може визначати множину допустимих 

розв’язків як неопуклу, або навіть складатись з довільних не зв’язаних між 

собою частин (приклад 5.6).  

Одним з найбільш поширених прикладів зазначеної особливості є задачі 

цілочислового програмування. Нагадаємо, вимога цілочисловості змінних 

задачі приводить до множини допустимих розв’язків утвореної окремими 

точками, що зумовлює розглянуті вище ускладнення відшукання розв’язків 

такого типу задач. 

Кожна з вказаних особливостей задач вимагає застосування специфічних 

методів пошуку розв’язку, тому безперечно найбільш складними для 

розв’язування є задачі нелінійного програмування в яких поєднується декілька 

або всі згадані особливості. 

 

5.13. Необхідні умови існування сідлової точки 

Для розробки методів розв’язування окремих типів задач нелінійного 

програмування важливе значення має поняття сідлової точки, а також 

визначення необхідних і достатніх умов існування сідлових точок функції 

Лагранжа L X( , )Λ  в (n+m)-вимірному просторі змінних 

( , , ... , , , , ... , )x x xn m1 2 1 2λ λ λ  при довільних умовах, які можуть накладатися на їх 



знаки (необхідні і достатні умови існування сідлової точки функції Лагранжа 

при відсутності обмежень на знаки змінних розглянуто в § 5.12). 

Розглянемо нелінійну здачу: 

max ( , , ... , )F f x x xn= 1 1  

q x x x b i mi n i( , , ... , ) , ( , )1 2 1= =  

Причому на компоненти векторів X , Λ  накладено обмеження по знаку. 

Позначимо множину точок, що задовольняють такі обмеження Ω . 

Функція Лагранжа для цієї задачі має вигляд: 

 L X( , )Λ = f x x x b q x x xn i
i

m

i i n( , , ... , ) ( ( , , ... , ))1 2
1

1 2+ −
=
∑ λ  (5.42) 

Точка ( , ) ( , , ... , , , , ... , )X x x xn m
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗=Λ 1 2 1 2λ λ λ  називається сідловою 

точкою функції Лагранжа (5.42), якщо для всіх X ∈ ∈Ω Λ Ω,  виконується 

співвідношення 

 L X L X L X( , ) ( , ) ( , )Λ Λ Λ∗ ∗ ∗ ∗≤ ≤  (5.43) 

Для диференційованих функцій F X( )  та q Xi ( )  знайдемо необхідні умови 

існування сідлової точки. 

Сідлова точка ( , ) ( , , ... , , , , ... , )X x x xn m
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗=Λ 1 2 1 2λ λ λ  функції L X( , )Λ  

виду (5.42) за означенням задовольняє умову: 

L X L X( , ) ( , )Λ Λ∗ ∗ ∗≤  

Нерівність виконується для всіх точок X , тобто також і для тих у яких 

лише одна координата відрізняється від X ∗ . Припустимо, що це xk , а всі інші 

співпадають з координатами сідлової точки x x j k k nj j= = − +∗ , ( , , .. , , ... , )1 2 1 1 . 

Оскільки права частина нерівності є фіксована а в лівій частині змінюється 

лише одна координата xk , то приходимо до функції однієї змінної 

L X L xk( , ) ( )Λ∗ = , яку можна зобразити графічно на координатній площині. 

Розглянемо спочатку випадок xk ≥ 0, тобто лише частину координатної 

площини для якої xk ≥ 0. 



Можливі наступні випадки:  

1) коли всі x j
∗ > 0 максимальне значення функції L(xk) досягатиметься в 

точці для якої 
∂

∂
L X

xk

( , )∗ ∗

=
Λ

0  (рис.5.11). 
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Рис.5.11. 

2)коли точка максимуму функції L(xk) досягатиметься в точці xk = 0  і 

розглядувана частинна похідна також дорівнюватиме нулю: 
∂

∂
L X

xk

( , )∗ ∗

=
Λ

0  

(рис. 5.12). 
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Рис. 5.12. 

3)  коли точка максимуму функції L(xk) досягатиметься також в точці 

xk = 0 , а частинна похідна 
∂

∂
L X

xk

( , )∗ ∗

≤
Λ

0  (рис. 5.13). 
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Рис. 5.13. 

Узагальнюючи всі три ситуації маємо: 

∂
∂

L X
x j

( , )∗ ∗

≤
Λ

0 для x j ≥ 0 , та  
∂

∂
L X

x
x

jj

n

j
( , )

( )
∗ ∗

=

∗∑ =
Λ

1

0. 

Розглядаючи другу частину нерівності (4.43)  

L X L X( , ) ( , )∗ ∗ ∗≤Λ Λ  

аналогічними міркуваннями, що проілюстровані рис. 5.14.-5.16. 

встановлюються необхідні умови для похідних по λl  функції Лагранжа в 

сідловій точці. 
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                        Рис.5.14.                                                Рис. 5.15. 
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Рис. 5.16. 

Об’єднуючи всі три випадки для невід’ємних координат, маємо необхідні 

умови сідлової точки:  

∂
∂

L X
x j

( , )∗ ∗

≤
Λ

0 для тих індексів j де x j ≥ 0  (5.44) 

Зауважимо, що для xk ≤ 0 маємо ті самі випадки, які зображено на мал. 

5.11.-5.16, причому графіки будуть симетрично відображені відносно осі Оy, 

тобто для недодатних координат необхідна умова має вигляд:  

∂
∂

L X
x j

( , )∗ ∗

≥
Λ

0  для тих індексів j де x j ≤ 0   (5.45) 

І нарешті, як відомо з попереднього параграфа, якщо на знак x j  умов не 

накладається, то необхідна умова  

∂
∂

L X
x j

( , )∗ ∗

=
Λ

0, x j  – довільного знаку (5.46) 

Узагальнення всіх випадків приводить до рівняння:  



 
∂

∂
L X

x
x

j
j

( , )∗ ∗
∗⋅ =

Λ
0 (5.47) 

Розглядаючи другу частину нерівності (5.43) за допомогою аналогічних 

міркувань встановлюємо необхідні умови для похідних по λi  функції Лагранжа 

в сідловій точці:  

∂
∂λ

L X

i

( , )∗ ∗

≥
Λ

0  для тих індексів і де λi ≥ 0,  (5.48) 

∂
∂λ

L X

i

( , )∗ ∗

≤
Λ

0  для тих індексів і де λi ≤ 0,  (5.49) 

∂
∂λ

L X

i

( , )∗ ∗

=
Λ

0 для тих індексів і де λi  має довільний знак (5.50) 

Отже справджується рівняння:  

 
∂

∂λ
λL X

i
i

( , )∗ ∗
∗⋅ =

Λ
0  (5.51) 

Сукупність співвідношень (5.44)-(5.51) становить необхідні умови, які 

повинна задовольняти сідлова точка ( , )X ∗ ∗Λ функції Лагранжа для точок, що 

належать множині Ω . При цьому L X( , )∗ ∗Λ  повинна мати частинні похідні по 

всіх компонентах векторів X ,Λ . 

 

 

5.14. Теорема Куна-Таккера 

Розглянутий метод множників Лагранжа дає можливість знаходити лише 

локальні сідлові точки функції Лагранжа. 

Теорема Куна-Таккера дає можливість встановити типи задач для яких на 

множині допустимих розв’язків локальний екстремум є і глобальним 

екстремумом зумовленого типу. 

Теорема Куна-Таккера тісно пов’язана з необхідними та достатніми 

умовами існування сідлової точки. 

Розглянемо задачу нелінійного програмування, яку, не зменшуючи 

загальності, представимо у вигляді: 



 max ( )F f X=  (5.52) 

 q X b i mi i( ) , ( , )≤ = 1  (5.53) 

 x j nj ≥ =0 1, ( , )  (5.54) 

(Очевидно знак нерівності можна змінити на протилежний множенням 

лівої і правої частини обмеження на (-1)). 

Теорема 5.1. (Теорема Куна-Таккера). Вектор X ∗  є оптимальним 

розв’язком задачі (5.52)-(5.54) тоді і тільки тоді, коли існує такий вектор Λ∗ , що 

при X ∗ ∗≥ ≥0 0, Λ  для всіх X ≥ ≥0 0, Λ  пара ( , )X ∗ ∗Λ  є сідловою точкою 

функції Лагранжа 

L X f X b q Xi i i
i

m
( , ) ( ) ( ( ))Λ = + −

=
∑ λ

1

, 

і функція f X( )  є для всіх X ≥ 0  угнута, а функції q X i mi ( ) ( , )= 1  – опуклі. 

Доведення. Необхідність. Нехай X ∗  – оптимальний план задачі (5.52)-

(5.53), тобто визначає точку глобального максимуму задачі. Отже для всіх 

інших планів задачі X  з множини допустимих розв’язків виконуватиметься 

співвідношення: 

 f X f X( ) ( )∗ ≥  

Розглянемо тепер вектор Λ∗ ≥ 0, що відповідає точці глобального 

максимуму X ∗  і значення функції Лагранжа в точках ( , )X ∗ ∗Λ , ( , )X ∗ Λ , 

( , )X Λ∗  де X ≥ 0  довільний план задачі з множини допустимих розв’язків, 

Λ ≥ 0  – вектор множників Лагранжа, що відповідає Х. 

З умови (5.51) маємо 
∂

∂λ
λ λL X b q X

i
i i i i

( , )
( ( ))

∗ ∗
∗ ∗⋅ = − ⋅ =

Λ
0, тоді  

 L X f X b q X f Xi i i
i

m
( , ) ( ) ( ( )) ( )∗ ∗ ∗ ∗ ∗

=

∗= + − =∑Λ λ
1

 (5.55) 



Для точки з координатами ( , )X ∗ Λ  деякі доданки виду λi i i
i

m
b q X( ( ))− ∗

=
∑

1

 

можуть бути відмінні від нуля. Оскільки за умовою задачі b q Xi i− ≥∗( ) 0, то 

лише при умові, що Λ ≥ 0  матимемо нерівність: 

f X L X L X f X b q Xi i i
i

m
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ( ))∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

=

= ≤ = + −∑Λ Λ λ
1

. 

Функція L X( , )∗ Λ  – лінійна відносно Λ , тобто остання нерівність 

виконується для будь-якого Λ ≥ 0 . Отже точка ( , )X ∗ ∗Λ  – точка глобального 

мінімуму по Λ  функції Лагранжа. 

Для встановлення нерівності, що відповідає лівій частині умови (5.43), а 

саме L X L X( , ) ( , )Λ Λ∗ ∗ ∗≤  скористаємося також рівнянням (5.51), 

просумувавши його по і: ∂
∂λ

λL X

ii

m

i
( , )∗ ∗

=

∗∑ ⋅ =
Λ

1

0. За умовою теореми 

f X q Xi( ), ( )  – угнуті функції і Λ ≥ 0 , тому виконується наступне рівняння: 

( )∂
∂λ

∂
∂λ

∂
∂λ

L X L X L X

ii

m

ii

m

ii

m( , ) ( , ) ( , )∗ ∗

=

∗
∗ ∗

=

∗
∗ ∗

=
∑ ∑ ∑








 − = ⋅ − ⋅ =

Λ
Λ Λ Λ

Λ
Λ

Λ

1 1 1

 

= ⋅ − ⋅ = ⋅
∗ ∗

=

∗ ∗

=

∗
∗ ∗

=
∑ ∑ ∑Λ

Λ Λ
Λ

Λ∂
∂λ

∂
∂λ

λ
∂

∂λ
L X L X L X

ii

m

ii

m

l
ii

m( , ) ( , ) ( , )

1 1 1

 

Отже у точці X ∗  функція Лагранжа має глобальний максимум по Х, що 

повністю доводить необхідність теореми. 

Достатність. Для доведення достатності умови теореми потрібно з того, що 

X ∗ ∗≥ ≥0 0, Λ , ( , )X ∗ ∗Λ  – сідлова точка функції L X( , )Λ  (тобто для ( , )X ∗ ∗Λ  

виконується (5.43)) довести, що тоді X ∗  – є оптимальний план задачі опуклого 

програмування. 

У (5.43) підставимо вираз функції Лагранжа (5.42) для задачі (5.52)-(5.53): 

 f X( ) + λ λi i i
i

m

i i i
i

m
b q X f X b q X∗

=

∗ ∗ ∗

=

− ≤ + − ≤∑ ∑( ( )) ( ) ( ( ))
1 1

  

 ≤ + −∗ ∗

=
∑f X b q Xi i i
i

m
( ) ( ( ))λ

1

 (5.56) 



при всіх значеннях X ≥ ≥0 0, Λ . 

Розглянемо праву частину подвійної нерівності (5.56). 

f X b q Xi i i
i

m
( ) ( ( ))∗ ∗ ∗

=

+ − ≤∑λ
1

f X b q Xi i i
i

m
( ) ( ( ))∗ ∗

=

+ − ⇒∑λ
1

 

⇒ − + − ≤ − ⇒∗ ∗ ∗ ∗

=

∗

=
∑ ∑f X f X b q X b q Xi i i
i

m

i i i
i

m
( ) ( ) ( ( )) ( ( ))λ λ

1 1

 

⇒ − ≤ −∗ ∗

=

∗

=
∑ ∑λ λi i i
i

m

i i i
i

m
b q X b q X( ( )) ( ( ))

1 1

 

Остання нерівність має виконуватися для всіх Λ ≥ 0 , крім того 

( )b q Xi i− ≥( ) 0 , тобто нерівність справедлива лише у випадку, коли 

λi i i
i

m
b q X∗ ∗

=

− =∑ ( ( ))
1

0 . 

Тоді з лівої частини нерівності (5.56) маємо: 

f X b q X f X b q Xi i i
i

m

i i i
i

m
( ) ( ( )) ( ) ( ( ))+ − ≤ + − ⇒∗

=

∗ ∗ ∗

=
∑ ∑λ λ

1 1

 

⇒ + − ≤∗

=

∗∑f X b q X f Xi i i
i

m
( ) ( ( )) ( )λ

1

 

Так як λi i i
i

m
b q X∗

=

− ≥∑ ( ( ))
1

0 , то приходимо до нерівності f X f X( ) ( )≤ ∗ , 

яка справедлива для всіх значень X ≥ 0 . 

Отже, точка X ∗  задовольняє обмеження і надає максимального значення 

цільовій функції задачі, так як для всіх інших X ≥ 0  функція f X( )  приймає 

менші значення ніж в точці X ∗ , тобто вона є оптимальним планом задачі 

нелінійного програмування. Достатність умов теореми доведено.  

Умови теореми Куна-Таккера виконуються лише для задач, що містять 

опуклі функції.  

 

5.15. Опуклі і угнуті функції 

Наведемо основні означення та теореми. Нехай задано n-вимірний 

лінійний простір Rn
. Функція f X( ) , що задана на опуклій множині X R n⊂ , 



називається опуклою, якщо для будь-яких двох точок X 1  та X 2  з множини X і 

будь-якого 0 1≤ ≤λ  виконується співвідношення 

 ( ) ( ) ( )f X X f X f Xλ λ λ λ2 1 2 11 1+ − ≤ + −( ) ( )  (5.57) 

Якщо нерівність строга і виконується для 0 1< <λ , то функція f X( )  

називається строго опуклою. 

Функція f X( )  задана на опуклій множині X R n⊂ , називається угнутою, 

якщо для будь-яких двох точок X 1  та X 2  з множини X і будь-якого 0 1≤ ≤λ  

виконується співвідношення 

 ( ) ( ) ( )f X X f X f Xλ λ λ λ2 1 2 11 1+ − ≥ + −( ) ( )  (5.58) 

Якщо нерівність строга і виконується для 0 1< <λ , то функція f X( )  

називається строго угнутою. 

Слід відмітити, що опуклість та угнутість функції визначається лише 

відносно опуклих множин в R n , оскільки за наведеними означеннями разом з 

двома будь-якими точками X 1  та X 2  множині X належать також точки їх 

лінійної комбінації: λ λX X2 11+ −( )  для всіх 0 1≤ ≤λ , що можливо лише у 

випадку, коли множина X є опуклою. 

Теорема 5.2. Нехай f X( )  – опукла функція задана на замкненій опуклій 

множині X, тоді будь-який локальний мінімум f X( )  на X являється і 

глобальним. 

Доведення. Припустимо, що в точці ′X  функція f X( )  має локальний 

мінімум, тоді як глобальний мінімум досягається в точці X ∗ , отже 

виконуватиметься нерівність f X f X( ) ( )′ > ∗ . Так як f X( )  – опукла функція, 

то для будь-якого 0 1≤ ≤λ  справедливе співвідношення 

 ( ) ( ) ( )f X X f X f Xλ λ λ λ∗ ∗+ − ′ ≤ + − ′( ) ( )1 1  (5.59) 

Множина Х опукла, тому точка λ λX X∗ + − ′( )1  при 0 1< <λ  також 

належить множині. Враховуючи f X f X( ) ( )′ > ∗  (5.59) матиме вигляд:  

( ) ( ) ( )f X X f X f X f X f Xλ λ λ λ λ λ∗ ∗+ − ′ ≤ + − ′ < ′ + − ′( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1  



 ( )f X X f Xλ λ∗ + − ′ < ′( ) ( )1  

Значення λ  можна обрати так, щоб точка λ λX X∗ + − ′( )1  була 

розташована як завгодно близько до ′X . Тоді отримана остання нерівність 

протирічить тому, що ′X  – точка локального мінімуму, оскільки існує як 

завгодно близька до неї точка, в якій функція приймає менше значення ніж в 

точці ′X . Тому попереднє припущення невірне. Теорему доведено. 

Теорема 5.3. Нехай f X( )  – опукла функція, що визначена на опуклій 

множині Х, і крім того, вона неперервна разом з частинними похідними 

першого порядку в усіх внутрішніх точках Х. Нехай X ∗  – точка в якій 

∂
∂

f
x

X i n
i

( ) ( , )∗ = =0 1 . Тоді в точці X ∗  досягається локальний мінімум, що 

співпадає з глобальним.  

Доведення. З (5.42) для 0 1< <λ  знаходимо 

( ) ( ) ( )f X X f X f X f X f X f Xλ λ λ λ λ2 1 2 1 1 2 11 1+ − ≤ + − = + −( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))  

( )f X X X f X X Xλ λ λ2 1 1 1 2 1+ − = + − ≤( ( )) f X f X f X( ) ( ( ) ( ))1 2 1+ −λ  

f X X X f X( ( )) ( )1 2 1 1+ − −
≤

λ
λ

f X f X( ) ( )2 1−  

Так як існують частинні похідні першого порядку, то функцію 

f X X X( ( ))1 2 1+ −λ  можливо розкласти в ряд Тейлора: 

( )f X X X f X f X X X X X( ( )) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 1 2 1 2 1+ − = + ∇ + − −λ λθ λ  

де ( )∇ + − =








f X X X f

x
f
x

f
xn

1 2 1

1 2

λθ
∂
∂

∂
∂

∂
∂

( ) , , ... ,  – градієнт функції f 

обчислений в точці X X X1 2 1+ −λθ( ) , 0 1≤ ≤θ . Тоді 

f X X X f X( ( )) ( )1 2 1 1+ − −
=

λ
λ

( )∇ + − − ≤f X X X X X1 2 1 2 1λθ ( ) ( )  

≤ −f X f X( ) ( )2 1  

Переходимо до границі при λ→ 0, отримаємо 

 ∇ − ≤f X X X( )( )1 2 1 f X f X( ) ( )2 1−  (5.60) 



Ця умова виконується для будь-яких внутрішніх точок X 1  та X 2  і є 

необхідною і достатньою умовою опуклості f X( ) . 

(Якщо функція f X( )  неперервна разом з частинними похідними першого 

порядку і угнута на Х, то аналогічно попередньому результату маємо: 

∇ − ≥f X X X( )( )1 2 1 f X f X( ) ( )2 1− ). 

Припустимо, що X 0  – довільна точка множини Х, тоді поклавши  

X X1 =
∗ , X X2

0= , а також за умовою теореми ∇ =f X( ) 0  в (5.60) маємо: 

∇ − = ≤∗ ∗f X X X( )( )0 0 f X f X f X f X( ) ( ) ( ) ( )0 0− ⇒ ≥∗ ∗ . 

Таким чином, опукла функція f X( )  досягає свого глобального мінімуму 

на множині Х в кожній точці де ∇ =f X( ) 0 . Теорему доведено. 

Як наслідок теореми можна показати, що коли Х замкнена, обмежена знизу 

опукла множина, то глобального максимуму опукла функція f X( )  досягає на 

ньому в одній чи кількох точках (при цьому припускається, що в точці Х 

значення функції скінченне). Застосовуючи при розв’язуванні таких задач 

процедуру перебору крайніх точок, можна отримати точку локального 

максимуму, однак не можна встановити чи є ця точка точкою глобального 

максимуму. 

Для угнутих функцій отримані результати формулюються наступним 

чином. Нехай f X( )  – угнута функція, що задана на замкненій опуклій множині 

X R n⊂ . Тоді будь-який локальний максимум f X( )  на Х є глобальним. Якщо 

глобальний максимум досягається в двох різних точках множини, то він 

досягається і на нескінченній множині точок, що лежать на відрізку, який 

сполучає ці точки. Для стого угнутої функції існує єдина точка в якій вона 

досягає глобального максимуму. 

Градієнт угнутої функції f X( )  в точках максимуму дорівнює нулю, якщо 

f X( )  – диференційована функція. Глобальний мінімум угнутої функції, якщо 

він скінченний на замкненій обмеженій зверху множині має досягатися в одній 



чи кількох його крайніх точках, якщо функція f X( )  скінченна в кожній точці 

цієї множини. 

 

5.16. Опукле програмування 

Опукле програмування розглядає методи розв’язування задач нелінійного 

програмування, математичні моделі яких містять опуклі або угнуті функції. 

Розглянемо загальний вигляд задачі опуклого програмування. 

 max ( , , ... , )F f x x xn= 1 2  (5.61) 

 g x x xi n( , , ... , )1 2 0≥   ( , )i m= 1  (5.62) 

 x j nj ≥ =0 1( , )  (5.63) 

де F f x x xn= ( , , ... , )1 2 , g x x xi n( , , ... , )1 2  – угнуті функції. 

Або еквівалентна задача для опуклих функції.  

Позначимо ′ = − ′ = −F X F X g X g Xi i( ) ( ); ( ) ( ) , тоді max ( ) min ( )F X F X≈ ′ , 

і маємо: 

 min ( , , ... , )′ = ′F f x x xn1 2  (5.64) 

 ′ ≤g x x xi n( , , ... , )1 2 0  ( , )i m= 1  (5.65) 

 x j nj ≥ =0 1( , )  (5.66) 

де ′ = ′F f x x xn( , , ... , )1 2 , ′g x x xi n( , , ... , )1 2  – опуклі функції. 

Оскільки задачі еквівалентні далі розглядатимемо задачу (5.61)-(5.63).  

Множина допустимих планів, що визначається системою (5.62) є опуклою. 

Як наслідок теореми 5.2. та теореми 5.3. справедливе наступне 

твердження: 

Точка локального максимуму (мінімуму) задачі опуклого програмування 

(5.61)-(5.63) є одночасно її глобальним максимумом (мінімумом). 

Таким чином, якщо визначено точку локального екстремуму задачі 

опуклого програмування, це означає, що знайдено точку глобального 

максимуму (мінімуму). 



Задачу опуклого програмування розв’язуємо застосовуючи метод 

множників Лагранжа для випадку обмежень-нерівностей. 

Функція Лагранжа для задачі (5.61)-(5.63) має вид: 

L X L x x xn m( , ) ( , , ... , , , , ... , )Λ = =1 2 1 2λ λ λ f x x xn( , , ... , )1 2 + 

 λi i i n
i

m
b q x x x( ( , , ... , ))−

=
∑ 1 2

1

 (5.67) 

де λi i m( , )= 1  – множники Лагранжа. 

Використовуючи теорему Куна-Таккера маємо необхідні та достатні умови 

існування оптимального плану задачі опуклого програмування. 

Теорема 5.4. Якщо задано задачу нелінійного програмування виду (4.61)-

(4.63) де функції F X g Xi( ), ( )  ( , )i m= 1  – диференційовані і вгнуті (по Х), тоді 

для того щоб вектор X ∗ ≥ 0 був оптимальним розв’язком задачі, необхідно і 

достатньо, щоб існував такий вектор Λ∗ ≥ 0, що пара ( X ∗ ,Λ∗) є сідловою 

точкою функції Лагранжа, тобто виконуються умови: 

(І) 
∂

∂
L X

x j

( , )∗ ∗

≤
Λ

0,                       ( )j n= 1, ,  (5.68) 

(ІІ) 
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L X
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jj
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j
( , )∗ ∗

=

∗⋅ =∑
Λ

1

0              ( )j n= 1, , (5.69) 

(ІІІ) 
∂

∂λ
L X

i

( , )∗ ∗

≥
Λ

0                      ( )i m= 1, , (5.70) 

(IV) 
∂

∂λ
λL X

ii

m

i
( , )∗ ∗

=

∗⋅ =∑
Λ

1

0 ,          ( )i m= 1, . (5.71) 

Для задачі мінімізації (5.64)-(5.66), де всі F X g Xi( ), ( )  ( , )i m= 1  – опуклі по 

Х маємо умови аналогічні наведеним зі знаком «≥» в нерівностях (5.69) та 

(5.71).  

Сформульована теорема доводиться використанням вище викладених 

теорем даного та попередніх параграфів. 

 

 



5.17. Квадратичне програмування 

Окремим випадком задач опуклого програмування є задачі квадратичного 

програмування. До задач квадратичного програмування відносять задачі, які 

мають лінійні обмеження а функціонал представляє собою суму лінійної і 

квадратичної функції: 

F c x c x c x c x c x c x c x x c x xn n nn n= + + + + + + + + + +1 1 2 2 11 1
2

22 2
2 2

12 1 2 13 1 32 2... ... ... 

 + − −2 1 1c x xn n n n,   

 a x b i mij j
j

n

i
=
∑ = =

1

1( , )   

 x j nj ≥ =0 1( . )   

Квадратична функція n змінних називається квадратичною формою і 

може бути подана у вигляді: 

Z X c x X CXij ij
j

n

i

n
T( ) = =

==
∑∑

11

, 

де X

x
x

xn

=



















1

2

⋮
, ( )X x x xT

n= 1 2 ⋯ , C

c c c
c c c

c c c

n

n

n n nn

=



















11 12 1

21 22 2

1 2

⋯

⋯

⋯

. . . . . . . .
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При чому матриця С завжди симетрична, тобто c cij ji=  для всіх i j n, ,= 1 . 

Квадратична форма Z X( )  називається від’ємно визначеною, якщо для всіх 

Х, крім Х = 0 значення Z X( )  < 0 (якщо Z X( ) ≤ 0, то маємо від’ємно 

напіввизначену квадратичну форму), у протилежному випадку Z X( )  є 

додатньо визначеною (якщо Z X( ) ≥ 0 , то маємо додатньо напіввизначену 

квадратичну форму). 

Квадратична форма Z X( )  називається невизначеною, якщо вона додатна 

для одних значень Х і від’ємна для інших. 

Вид квадратичної форми можна визначити використовуючи  



Λ =



















λ
λ

λ

1

2

⋮

n

 – вектор характеристичних коренів (власних значень) матриці С. 

Вектор характеристичних коренів матриці С є вектором кожна компонента 

якого задовольняє систему рівнянь виду ( )C E X i ni− = =λ 0 1( , ) . Система має 

ненульовий розв’язок, якщо C E− =λ 0 . Таке рівняння називається 

характеристичним рівнянням матриці С і має λi i n( , )= 1  коренів, які 

утворюють вектор Λ : 

c c c
c c c

c c c

n

n

n n nn

11 12 1

21 22 2

1 2

0

−

−

−

= ⇒

λ
λ

λ

⋯

⋯

⋯

. . . . . . .
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λ
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λ

1
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⋮

n

. 

Наведемо без доведення теорему (доведення в літературі [4]).  

Теорема 5.5. Для того, щоб довільна квадратична форма була додатно 

(від’ємно) визначеною, необхідно і достатньо, щоб усі компоненти 

Λ =



















λ
λ

λ

1

2

⋮

n

були додатними (від’ємними) значеннями.  

Якщо хоча б один із характеристичних коренів дорівнює нулю 

квадратична форма буде напівдодатна (напіввід’ємна). Якщо корені мають різні 

знаки, то квадратична форма – невизначена. 

Приклад 5.8. Визначити вид квадратичної форми 

F x x x x x= − − −4 41 2 1
2 2  

Матриця С має вигляд  

C =
− −

− −








4 2

2 1
 

Запишемо характеристичне рівняння 
− − −

− − −
=

4 2

2 1
0

λ
λ

, маємо 



( )( ) ( )( )− − − − − − − = →4 1 2 2 0λ λ 4 4 4 02+ + + − = →λ λ λ λ λ2 5 0+ = . 

Коренями останнього рівняння є числа λ λ1 20 5 0= = − <; , тоді Λ
0

5−






 , 

тобто квадратична форма F x x x x x= − − −2 41 2 1
2 2  за теоремою 4.5. є 

напіввід’ємна. 

Зазначимо, що відомим з теорії аналізу функцій є наступне твердження: 

від’ємно визначена квадратична форма є угнутою, а додатна – опуклою. 

Розглянемо випадок від’ємно визначеної квадратичної форми, що входить 

в цільову функцію задачі квадратичного програмування. 

 max  F c x c x xj j
j

n

ij i j
i

n

j

n
= +

= ==
∑ ∑∑

1 11

 (5.72) 

 a x b i mij j
j

n

i
=
∑ = =

1

1( , )  (5.73) 

 x j nj ≥ =0 1( . )  (5.74) 

Оскільки цільова функція задачі є опуклою, обмеження – лінійні, тобто 

визначають опуклу множину допустимих розв’язків, то задача відноситься до 

задач опуклого програмування для яких справедливо, що будь-який локальний 

максимум є і глобальним. Таким чином використовуючи умови теореми Куна-

Таккера для задачі (5.72)-(5.74) отримаємо необхідні та достатні умови 

оптимальності плану у вигляді наступної теореми. 

Теорема 5.6. Вектор X ∗  є оптимальним розв’язком задачі квадратичного 

програмування тоді і тільки тоді, коли існують такі m вимірні вектори 

Λ∗ ≥ ≥0 0,W  і n вимірний вектор V ≥ 0, що виконуються умови: 

(І) 
∂

∂
L X

x
v

j
j

( , )∗ ∗

∗
+ =

Λ
0,   ( )j n= 1, ,  (5.75) 

(ІІ) v xj j⋅ =∗ 0 ,                   ( )j n= 1, ,  (5.76) 

(ІІІ) 
∂

∂λ
L X w

i
i

( , )∗ ∗

− =
Λ

0, ( )i m= 1, ,  (5.77) 



(ІV) wi iλ
∗ = 0 ,                    ( )i m= 1, .  (5.78) 

Доведення. Запишемо функцію Лагранжа для задачі квадратичного 

програмування (5.72)-(5.74):  
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 (5.79) 

Нехай ( , )X ∗ ∗Λ  – сідлова точка функції Лагранжа, тобто визначає 

оптимальний план задачі квадратичного програмування. Застосуємо 

теорему 5.4. до (5.79). За теоремою для того, щоб ( , )X ∗ ∗Λ  визначала 

оптимальний план необхідно і достатньо виконання умов (5.68)-(5.71): 

для x j
∗ ≥ 0  має виконуватись умова 

  
∂

∂
λL X

x
c c x a

j
j ij i

i

n

i ij
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n( , )∗ ∗
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1 1

, ( )j n= 1, .  (5.80) 

а також 
∂

∂
L X

x j

( , )∗ ∗

⋅
Λ x j

∗ = 0.  (5.81) 

Друга група умов: 

для λ j
∗ ≥ 0 має виконуватись умова  
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Λ

1

0 , ( )i m= 1, .  (5.82) 

а також 
∂

∂λ
L X

i

( , )∗ ∗

⋅
Λ λi

∗ = 0 .  (5.83) 

Введемо два вектори V v v vn( , , ... )1 2 0≥  та W w w wm( , , ... )1 2 0≥ , 

компоненти яких будуть введені як додаткові змінні в рівняння (5.80) та (4.82). 

Для цього виберемо v j > 0 , якщо 
∂

∂
L X

x j

( , )∗ ∗

<
Λ

0  і v j = 0, якщо 
∂

∂
L X

x j

( , )∗ ∗

=
Λ

0. 

Аналогічно оберемо wi > 0 , якщо 
∂

∂λ
L X

i

( , )∗ ∗

>
Λ

0  і wi = 0, якщо 



∂
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L X

i

( , )∗ ∗

=
Λ

0. Тепер додамо компоненти вектора V v v vn( , , ... )1 2 0≥  у (5.80) і 

віднімемо компоненти W w w wm( , , ... )1 2 0≥  від (5.82), враховуючи правила 

вибору компонент векторів матимемо для (5.80) 
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j
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∗
+ =

Λ
0, ( )j n= 1, .   

Звідси 
∂

∂
L X

x
v

j
j

( , )∗ ∗

∗
= −

Λ
 тому для (5.81) маємо: 

∂
∂

L X
x j

( , )∗ ∗

⋅
Λ x j

∗ = − ⋅ = ⋅ =∗ ∗v x v xj j j j 0. 

Аналогічно для другої групи обмежень: 

 
∂

∂λ
L X w

i
i

( , )∗ ∗

− =
Λ

0, ( )i m= 1, .   

Звідки 
∂

∂λ
L X w

i
i

( , )∗ ∗

=
Λ

 тому 
∂

∂λ
L X

i

( , )∗ ∗

⋅
Λ λ λi i iw∗ ∗= = 0. 

Теорему доведено. 

Наведену теорему можливо використати для побудови ефективного методу 

розв’язування задач квадратичного програмування на основі алгоритму 

симплексного методу. 

Умови (5.75)-(5.79) утворюють стосовно змінних X V W∗ ∗, , ,Λ  систему 

(n + m) рівнянь з 2(n + m) невідомими.  

Умови (5.77) та (5.78) означають, що змінні x vj j
∗ ,  не можуть одночасно 

мати додатні значення, тобто входити в базис разом. Якщо деякі k компонент 

вектора X ∗  додатні, то відповідні їм компоненти вектора V дорівнюють нулю і 

лише (n – k) компонент відмінні від нуля (додатні). Отже разом x vj j
∗ ,  будуть 

мати не більш ніж n додатніх компонент, аналогічні міркування для (5.78) 

дають, що разом з λi iw∗ ,  всього буде n + m відмінних від нуля компонент, 

тобто це може бути базисний розв’язок системи, що утворена умовами (5.75), 



(5.77). Для знаходження такого розв’язку можливо застосувати симплексний 

метод. 

Якщо зазначена система рівнянь має допустимий план (він буде єдиним), 

то оптимальний план відповідної задачі квадратичного програмування також 

існує. 

Розв’язуємо систему з рівнянь (5.75), (5.77) симплексним методом. Як 

відомо, спочатку необхідно привести систему обмежень до канонічного виду 

введенням потрібної кількості додаткових та штучних змінних.. В загальному 

випадку для зведення системи до канонічної форми та визначення початкового 

опорного плану вводимо штучні змінні як у рівняння виду (5.75) 

α α α α( , , ... , )1 2 n , які будуть базисними для першого опорного плану, так і для 

групи рівнянь (5.71) β β β β( , , ... , )1 2 m , які також дають базисні змінні для 

початкового плану. Далі для знаходження базисного розв’язку системи (5.75), 

(5.77) розв’язуємо симплексним методом наступну задачу лінійного 

програмування: 

 max  ′ = − +
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 (5.84) 

за умов 
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 (5.85) 

 X V W∗ ∗≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥0 0 0 0 0 0, , , , ,Λ α β  (5.86) 

Якщо при розв’язуванні задачі (5.84)-(5.86) всі штучні змінні вийшли з 

базису (α β= =0 0, ) і при цьому для знайдених значень змінних X V W∗ ∗, , ,Λ  

виконуються умови (5.76), (5.78) то знайдений розв’язок є оптимальним планом 

задачі квадратичного програмування (5.72)-(5.74). 

Приклад 5.9. Розв’язати задачу квадратичного програмування: 

max F x x x x x x= + − − −9 5 2 2 21 2 1
2

2
2

1 2  



за умов 

2 3 6

0 0

1 2

1 2

x x
x x

+ ≤

≥ ≥




,

,
 

Розв’язування. Оскільки цільова функція є сумою лінійної функції 

F x x1 1 29 5= +  та квадратичної форми F x x x x2 1
2

2
2

1 22 2 2= − − − , а система 

обмежень подана лінійними функціями, маємо задачу квадратичного 

програмування. 

Визначимо вид квадратичної форми F x x x x2 1
2

2
2

1 22 2 2= − − − , для чого 

визначимо корені характеристичного рівняння, що відповідає матриці 

складеній з коефіцієнтів при змінних даної функції: 

C =
− −
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




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2 1

1 2
, характеристичне рівняння для матриці С буде: 

− − −
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1 2
0 2 2 1 1 0

λ
λ

λ λ( )( ) ( )( )  

λ λ λ λ2
1 24 3 0 3 1+ + = ⇒ = − = −;  

Оскільки обидва корені характеристичного рівняння від’ємні, то 

квадратична форма F x x x x2 1
2

2
2

1 22 2 2= − − −  є від’ємно визначеною а отже 

опуклою. 

Запишемо функцію Лагранжа: 

L X x x x x x x x x( , ) ( )Λ = + − − − + − −9 5 2 2 2 6 2 31 2 1
2

2
2

1 2 1 2λ  

Скористаємося теоремою 4.4. Необхідні умови існування екстремуму 

матимуть вигляд: 
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де ( , , )x x1 2
∗ ∗ ∗λ  – координати сідлової точки. 



Обмеження, що відповідають нерівностям запишемо у вигляді: 

− − − ≤ −

− − − ≤ −

− − ≥ −









4 2 2 9

4 2 3 5

2 3 6

1 2

2 1

1 2

x x
x x
x x

λ
λ

,

,  

Вводимо додаткові змінні для зведення нерівностей до рівнянь: 
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Для зведення задачі до канонічної форми домножимо кожне з рівнянь на (–

1): 
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Очевидно в даному випадку штучні змінні необхідно вводити в перші два 

рівняння. В третьому рівнянні базисною змінною буде w1 . Приходимо до 

наступної задачі лінійного програмування: 

max ′ = − −F M Mα α1 2  
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x x v v1 2 1 2 1 20 0 0 0 0 0 0≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥, , , , , ,λ α α  

Розв’язуючи задачу симплексним методом отримаємо: 

x x v v w1 2 1 2 1 2 12
1

6

1

6
0 0 1
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6

∗ ∗ ∗= = = = = = = =, , , ,λ α α , 

Необхідно перевірити виконання умов: 
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Всі умови виконуються, отже ( , ) , ,X x x∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = =

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5.19. Градієнтний метод  

Градієнтні методи відносяться до наближених методів розв’язування задач 

нелінійного програмування і дають лише певне наближення то екстремуму, 

якого при збільшенні обсягу обчислень можна досягти з наперед заданою 

точністю, але при цьому є можливість знаходити лише локальні екстремуми 

цільової функції. Зауважимо, що такі методи можуть бути застосовані лише до 

тих типів задач нелінійного програмування, де цільова функція і обмеження є 

диференційовані хоча б один раз. Зрозуміло, градієнтні методи дають змогу 

знаходити точки глобального екстремуму для випадку задач опуклого 

програмування, де локальний і глобальний екстремуми співпадають. 

В основі градієнтних методів лежить основна властивість градієнта 

диференційованої функції – визначати напрям найшвидшого зростання цієї 

функції. Ідея методу – перехід від однієї точки до іншої в напрямку градієнта з 

деяким наперед заданим кроком. 

Розглянемо метод Франка-Вульфа, що визначає оптимальний план задачі 

шляхом перебору розв’язків, які є допустимими планами задачі. 

Нехай необхідно 

max ( , , ... , )F f x x xn= 1 2  



за лінійних обмежень 

a x b i mij j i
j

n
≤ =

=
∑

1

1( , )  

x j nj ≥ =0 1( , )  

Припустимо Х0 початкова точка, що належить множині допустимих планів 

даної задачі. В деякому околі цієї точки нелінійну цільову функцію замінюють 

на лінійну і розв’язують далі задачу лінійного програмування. Нехай розв’язок 

задачі дав значення цільової функції F0 , тоді з точки Х0 в напрямку F0  

необхідно рухатись до того часу, поки не припиниться зростання цільової 

функції. Тобто у вказаному напрямку обирають наступну точку Х1, цільова 

функція знову замінюється на лінійну і знову розв’язується задача лінійного 

програмування. 

Розглянемо більш детально перехід від k-ої ітерації методу до (k+1)-ої 

ітерації. 

Припустимо, що відома точка Xk, що належить області припустимих 

розв’язків. В даній точці обчислюється градієнт цільової функції: 

∇ =








f X

f X
x

f X
x

f X
xk

k k k

n

( )
( )

;
( )

; ... ,
( )∂

∂
∂
∂

∂
∂1 2

 

Значення градієнту функції задає в даній точці напрямок найшвидшого її 

зростання. 

Вводимо заміну цільової функції задачі на лінійну функцію виду: 

F
f X

x
x

f X
x

x
f X

x
xk k k

n
n= ⋅ + ⋅ + + ⋅

∂
∂

∂
∂

∂
∂

( ) ( )
...

( )

1

1

2

2  

Далі розв’язуємо задачу лінійного програмування з обмеженнями 

початкової задачі і новою цільовою функцією: 

max
( ) ( )

...
( )

F
f X

x
x

f X
x

x
f X

x
xk k k

n
n= ⋅ + ⋅ + + ⋅

∂
∂

∂
∂

∂
∂1

1

2

2  

за умов 

a x b i mij j i
j

n
≤ =

=
∑

1

1( , )  



x j nj ≥ =0 1( , )  

Нехай розв’язок такої задачі є точка 
~X k . 

З початкової точки X k  в напрямку 
~X k  рухаємося з деяким довільним 

кроком 0 1≤ ≤λ  визначаючи координати нової точки X k +1 наступним чином: 

X X X Xk k k k+ = + −1 λ (
~

)  

Зауважимо, що значення параметру 0 1≤ ≤λ  доцільно обирати таким, що 

дає найбільше значення цільової функції початкової задачі F f x x xn= ( , , ... , )1 2 . 

Для даної точки повторюємо розглянутий процес для чого знову 

розраховуємо значення градієнта і т.д. 

Таким чином знаходимо послідовність точок X X0 1, , ...що поступово 

наближається до оптимального плану початкової задачі. Ітераційний процес 

повторюється до моменту, поки значення градієнту цільової функції не стане 

рівним нулю, або при виконанні умови f X f Xk k( ) ( )+ − <1 ε , де ε  – досить 

мале число, яке визначає потрібну точність обчислень. 

Приклад 5.10. Підприємство виробляє два види продукції (А і В) і 

використовує на виробництво три види продукції І, ІІ, ІІІ. Витрати ресурсів на 

виробництво одиниці кожного виду продукції подано в таблиці 

Вид ресурсу Вид продукції Загальний обсяг 

 А В ресурсу 

І 1 3 30 

ІІ 1 1 15 

ІІІ 5 2 60 

Ціна реалізації одиниці продукції виду А складає 20 ум.од. проте прибуток 

залежить від витрат на виробництво, які пропорційні квадрату кількості 

виготовленої продукції. Аналогічно для продукції виду В. Ціна реалізації – 18 

ум.од., що для визначення прибутку зменшується на величину квадрату 

кількості виготовленої продукції. 



Розв’язування. Позначимо x1  – кількість продукції виду А, x2  – кількість 

продукції виду В, тоді загальний прибуток має вигляд F x x x x= − + −20 181 1
2

2 2
2  

Математична модель задачі має вигляд: 

max  F x x x x= − + −20 181 1
2

2 2
2  

x x
x x
x x

1 2

1 2

1 2

3 30

15

5 2 60

+ ≤

+ ≤

+ ≤









,

,

.

 

x x1 20 0≥ ≥,  

Розв’яжемо задачу методом Франка-Вульфа.  

І ітерація. 

Обираємо точку, що належить множині допустимих планів задачі. 

Розглянемо точку X x x0 1 22 3( ; )= =  

Градієнт функції ( )∇ =








 = − −f f

x
f
x

x x∂
∂

∂
∂1 2

1 220 2 18 2; ;  

В точці X x x0 1 22 3( ; )= =  обчислюємо значення градієнту: 

∇ = − ⋅ − ⋅ =f X( ) ( ; ) ( ; )0 20 2 2 18 2 3 16 12  

Використовуючи розраховане значення градієнту вводимо нову цільову 

функцію: F x x1 1 216 12= ⋅ + ⋅ . Приходимо до задачі лінійного програмування: 

max F x x1 1 216 12= ⋅ + ⋅  

x x
x x
x x

1 2

1 2

1 2

3 30

15

5 2 60

+ ≤

+ ≤

+ ≤









,

,

.

 

x x1 20 0≥ ≥,  

Розв’язуючи задачу симплексним методом знаходимо її оптимальний план: 

~
( ; )X x x0 1 210 5= = . 

Знайдемо новий допустимий план задачі, використовуючи 

X X X Xk k k k+ = + −1 λ(
~

) .  

Визначаємо координати X 1 : 



X X X X1 0 1 0 0= + −λ (
~

)  0 11≤ ≤λ , 

x x1 1 1 2 1 12 10 2 2 8 3 5 3 3 2= + − = + = + − = +λ λ λ λ( ) ; ( )  

Знайдемо крок λ1 такий, при якому досягається максимальне значення 

цільової функції. Для цього підставимо розраховані значення для x x1 2, , які 

виражені через λ1 в цільову функцію F x x x x= − + −20 181 1
2

2 2
2 : 

F x x x x= =+ − − = ⋅ + + ⋅ + − + − +20 1 18 2 1
2

2
2

20 2 8
1

18 3 2
1

2 8
1

2
3 2

1
2

( ) ( ) ( ) ( )λ λ λ λ  

= + + + − + + − + + =40 160
1

64 36
1

4 32
1

64
1

2
9 12

1
4

1
2λ λ λ λ λ λ( ) ( )  

= + + + − − − − − −40 64 160
1

36 4 32
1

64
1
2 9 12

1
4

1
2λ λ λ λ λ λ  

F = + −81 152 681 1

2λ λ  

Отримали функцію, що залежить від λ1. Для визначення максимального 

значення функції знайдемо значення λ1 де похідна функції дорівнює нулю: 

′ = − = ⇒ =F 152 136
1

0
1

152 136λ λ / , оскільки 0 11≤ ≤λ , то приймаємо 

λ 1 1=  

тоді наступна точка X1  має координати: 

x x1 22 8 1 10 3 2 1 5= + ⋅ = = + ⋅ =; . 

Для знайденої точки X x x1 1 210 5( ; )= = , значення цільової функції 

F = 165. 

ІІ ітерація. 

Розглянемо точку X x x1 1 210 5( ; )= =  

Обчислюємо значення градієнту в точці X1 : 

∇ = − − = − ⋅ − ⋅ =f X x x( ) ( ; ) ( ; ) ( ; )1 1 220 2 18 2 20 2 10 18 2 5 0 8  

Використовуючи розраховане значення градієнту вводимо нову цільову 

функцію: F x1 28= ⋅ . Приходимо до задачі лінійного програмування: 

max F x1 28= ⋅  
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x x1 20 0≥ ≥,  

Розв’язуючи задачу симплексним методом знаходимо її оптимальний план: 

~
( ; )X x x1 1 20 10= = . 

Знайдемо новий допустимий план задачі, використовуючи 

X X X Xk k k k+ = + −1 λ(
~

) .  

Визначаємо координати X 2 : 

X X X X2 0 2 0 0= + −λ (
~

)  0 12≤ ≤λ , 

x x1 2 2 2 2 210 0 10 10 10 5 10 5 5 5= + − = − = + − = +λ λ λ λ( ) ; ( )  

Знайдемо крок λ2  такий, при якому досягається максимальне значення 

цільової функції: 

F x x x x= + − − = ⋅ − + ⋅ + − − − +20 1 18 2 1
2

2
2

20 10 10
2

18 5 5
2

10 10
2

2
5 5

2
2

( ) ( ) ( ) ( )λ λ λ λ  

матимемо ′ = − = ⇒ =F 40 250 0 0 162 2λ λ ,  

Таким чином маємо координати наступної точки X 2 : 

x x1 2 2 210 10 10 10 0 16 8 4 5 5 5 5 0 16 5 8= − = − ⋅ = = + = + ⋅ =λ λ, , ; , ,  

Для знайденої точки X x x2 1 28 4 5 8( , ; , )= = , значення цільової функції 

F = 166 2, . 

Продовжуючи процес аналогічним чином на ІІІ ітерації визначаємо точку  

X x x3 1 27 5 7 5( , ; , )= = , причому значення цільової функції знову зростає 

F = 172 5, . 

На IV ітерації розраховуються координати точки X x x4 1 28 7( ; )= = , 

F = 173. 

V ітерація.  

Розглянемо точку X x x4 1 28 7( ; )= =  

Обчислюємо значення градієнту в точці X 4 : 



∇ = − − = − ⋅ − ⋅ =f X x x( ) ( ; ) ( ; ) ( ; )4 1 220 2 18 2 20 2 8 18 2 7 4 4  

Використовуючи розраховане значення градієнту вводимо нову цільову 

функцію: F x x4 1 24 4= + . Приходимо до задачі лінійного програмування: 

max F x x4 1 24 4= +  
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x x1 20 0≥ ≥,  

Розв’язуючи яку отримаємо значення оптимального плану 
~

( ; )X 4 8 7 , тобто 

повертаємося до попереднього значення. Таким чином, точку з координатами 

X ∗ ( ; )8 7  вважаємо оптимальним планом, оскільки маємо нульовий градієнт 

функції. 

9.12. Лінійні моделі з ознакою мультиколінеарності  

Однією з важливих проблем, що виникають при побудові лінійних 

моделей множинної регресії на основі статистичних даних є наявність 

мультиколінеарності – лінійної залежності між регресорами моделі. 

Існує функціональна й стохастична (імовірнісна) форма 

мультиколінеарності. 

В функціональній формі мультиколінеарності в моделі присутній хоча б 

один регресор, який зв’язаний функціональною залежністю з будь-яким іншим 

регресором моделі, або зі всіма іншими. 

В цьому випадку матриця (Х'Х) буде виродженою, оскільки визначник її 

буде дорівнювати нулеві (|Х'Х| = 0). 

Отже, при такій ситуації неможливо буде одержати статистичні оцінки для 

параметрів моделі. 

В моделях економічного змісту, як правило, мультиколінеарність 

проявляється в стохастичній формі, коли між регресорами моделі існує тісний 

кореляційний зв’язок, який проте не досягає рівня функціонального. 



В цьому випадку матриця (Х'Х) не буде виродженою (особливою), але її 

визначник |Х'Х| набуває дуже малих значень. А оскільки 

( ) yXXX ��
⋅′′= −1

*β ; 

cov ( ) ( ) 12 −′=





 ′

XXS** εββ
��

, 

тобто статистичні оцінки пропорційні оберненій матриці (Х'Х)
-1

, то це означає, 

що елементи статистичних оцінок *β
�

, cov ( ) 






 ′
** ββ
��

 будуть обернено 

пропорційними величині визначника |Х'Х|. Внаслідок цього одержимо великі 

значення середніх квадратичних відхилень оцінок для параметрів *

0β , *

1β , *

2β , …, 

*

mβ . 

В загальному випадку однією з головних передумов до лінійної множинної 

регресії, що визначається m регресорами, є вимога до матриці (Х), яка має 

порядок n x (m + 1), і яка повинна мати ранг, рівний m + 1 (rang (X) = = m + 1). В 

протилежному випадку, якщо rang (X) < m + 1, матриця (Х'Х)
-1

 буде особливою 

(виродженою). 

Як ми вже зазначили, при виконанні відомих умов, МНК дає найкращі 

лінійні не зміщені статистичні оцінки. При цьому властивість незміщеності і 

ефективності оцінок буде проявлятися навіть тоді, коли деякі коефіцієнти 

множинної регресії виявляться статистично незначущими. 

Властивість незміщеності фактично означає, що при багатократному 

повторенні спостережень (зі сталими обсягами вибірок) за досліджуваними 

величинами середнє значення оцінок буде наближатися до істинного їх 

значення.  

Але, на жаль, здійснювати повторні спостереження в незмінних умовах в 

економіці практично неможливо. 

Наслідки мультиколінеарності будуть такими. 

1) Велика дисперсія оцінок. Це ускладнює знаходження істинних значень 

досліджуваних величин і розширює інтервали оцінок, погіршуючи їх точність. 



2) Зменшується t-статистика коефіцієнтів, що може спонукати до 

невірного висновку про існування впливу відповідних пояснюючих змінних на 

залежну змінну. 

3) Оцінки коефіцієнтів за МНК та їх стандартні похибки будуть проявляти 

високу чутливість до будь-яких малих змін даних, тобто вони стають 

нестійкими. 

4) Ускладнюється визначення внеску кожної з пояснюючих змінних в 

рівняння множинної регресії. 

5) Може виникнути ситуація, коли знак коефіцієнта регресії виявиться 

невірним. 

Мультиколінеарність може проявлятися лише у випадку множинної 

регресії. 

Нехай, наприклад, рівняння регресії має такий вигляд 

 yi = β0 + β1хi1 + β2 хi2 + εi,  (9.6) 

і при цьому існує така залежність 

 хi2  = γ0+ γ1 хi1. (9.7) 

Тоді, із врахуванням рівняння (9.6), одержимо 

 yi = β0 + β1хi1 + β2(γ0+ γ1)хi1 + εi,   

або 

 yi = (β0 + β2γ0) + (β1+ β2γ1) хi1 + εi,      ni ,1= . (9.8) 

Якщо тепер позначимо 

 β0 + β2γ0 = α0,     β1+ β2γ1 = α1, (9.9) 

то, в нових позначеннях, одержимо 

 yi = α0 + α 1хi1 + εi, ni ,1= . (9.10) 



Використовуючи МНК, можна визначити статистичні оцінки *
0α , *

1α  

відповідно для параметрів α0, α 1. 

Тоді, враховуючи позначення (9.10), одержимо систему  

β0 + β2γ0 = *
0α , 

(9.11) 

β1+ β2γ1 = *
1α . 

При визначенні γ0, γ1 із системи (8.11), виявляється, що в цій системі 

невідомими будуть також β0, β1, β2. А така система буде мати безліч розв’язків. 

Отже, строга мультиколінеарність між регресорами моделі Х1 та Х2 не дозволяє 

однозначно визначити параметри *

0β , *

1β , *

2β  як статистичні оцінки для 

параметрів β0, β1, β2. 

Для аналізу досліджуваної моделі на мультиколінеарність використовують 

коефіцієнт детермінації R2
, матрицю парних коефіцієнтів кореляції між 

регресорами моделі, а також між кожним із регресорів та залежною змінною, 

частковий коефіцієнт кореляції. 

Розглянемо способи виявлення ознаки мультиколінеарності в лінійних 

моделях. Точних кількісних критеріїв для виявлення наявності чи відсутності 

мультиколінеарності в моделі на цей час поки що не існує. Але на практиці 

використовуються емпіричні методи по виявленню цієї ознаки: 

1. Найпростішим та доступним методом по виявленню 

мультиколінеарності є обчислення визначника для матриці (Х'Х) – det (Х'Х). 

Якщо det (Х'Х) дорівнює нулеві, або близький до нуля, то це є незаперечним 

доказом про існування мультиколінеарності між регресорами моделі, тобто 

регресори будуть лінійно залежними. 

2. Здійснюється аналіз матриці r парних коефіцієнтів кореляції між 

регресорами моделі. 

Як уже відомо 
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, 

тоді у випадку, коли rij = 0, mjiji ,1,, =≠ , 

det (r)=1. 

В міру збільшення тісноти кореляційного зв’язку між регресорами моделі, 

тобто із збільшенням  | rij |,   det (r) буде неухильно зменшуватися і при | rij | = 1, 

mjiji ,1,, =≠  det (r) = 0. 

Отже, в міру зростання тісноти зв’язку між регресорами моделі det (r) 

зменшується від одиниці до нуля. 

Для конкретного виявлення ознаки мультиколінеарності визначаються ті 

пари регресорів моделі, наприклад, Хі та Хj, для яких | rij | ≥ 0,8. 

Але цей метод проявляє ефективність лише у випадку, коли в моделі 

налічується невелике число регресорів, а саме – два-три. 

3. Визначається множинний коефіцієнт детермінації R2
 між однією з 

пояснюючих змінних та рештою. У випадку, коли R2 
> 0,6, можна вважати, що 

наявна ознака мультиколінеарності. 

4. При високих значеннях часткових коефіцієнтів кореляції між двома 

регресорами моделі можна вважати, що в моделі присутня 

мультиколінеарність. 

 


